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Bu isda yumsaq(soft) modullarin bazi xassalori dyraniliv, daha sonra soft modullarin
tors sistemi tayin edilir va gostorilir ki, onun limiti bu kateqoriyada movcuddur va funk-
toriyaldir. Umumiyyatla, tors sistemlaorin daqiq ardicilligimn limiti daqiq deyil. Buna gora tors
limitin t6rama funktoru - |im® anlayisi miiayyan edilir v2 nahayat, homoloji cabrdon istifads

edarak toramalarla daqiq olmayan ardicilligi daqiq ardicillyga tamamlayrrig.

Agar sbzlor: Soft modul, tors limit funktoru, zincir kompleksi, tors limitin téramesi

Bir ¢ox totbigi masslalerin hellinda klassik riyazi tisullar azliq edir. Ona
gbre riyaziyyatda yeni, klassik olmayan nezoriyyslorinin qurulmasina ehtiyac
hiss olunur. Ik bels nazariyys Liitfi-zado torsfindon 1965-ci ildo qeyri-salis
¢oxluglar nozeriyyssi adlanan nozeriyys qurulmusdu [17]. Daha sonra basqa
nozoriyyslar: intuitiv qeyri-solis goxluglar, interval doyarli goxluglar, qaba
(Rought) coxluglar nezeriyyslori qurulmusdur. 1999-cu ilds Molodtsov torafin-
don bozi tatbigi mosalelerin aragdirilmast tigiin yumsag (soft) coxluglar naza-
riyyasi verilmisdir [15]. Bu nazariyysnin inkisafinda Maji v s. alimlarin boyiik
tosiri olmugdu [13]. Aktas ve Cagman [2] soft qurup verorok, bozi xassolorini
oyrenmigdilor. Daha sonra soft halqa, soft modul kateqoriyalar daxil edilmis,
bu kateqoriyalarda bezi aragdirmalar aparilmisdir [1-16]. Hor bir yeni qurulmus
kateqoriyada onun cebri amollars gérs qapaliliq problemi on vacib masololer-
don biridir. Ters vo diiz limitler bu cabri amsllorls ifads olundugundan, tors
limitin varligi vo onun xassslorinin miixtolif kategoriyalarda aragdirilmasinda
bir ¢ox tadqiqatlar apanlmigdir [8, 9,10,11,12].

Bu igds yumsaq (soft) modullarin bszi xassoleri Syronilir, daha sonra
soft modullarin ters sistemi toyin edilir vo gésterilir ki, onun limiti bu kateqori-
yada méveuddur ve funktoriyaldir. Umumiyystls, tors sistemlorin doqiq ardicil-

ligimin limiti doqiq deyil. Buna gors tors limitin térome funktoru - 1im® anla-
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yisim misyyan edilir va nohayot, homoloji cobrden istifads edorsk téromaloarlo
daqiq olmayan ardicilligz dagiq ardicilliga tamamlayiriq,

Ovvalcs bizs lazim olan bazi malumatlar versk, U abstrakt bir ¢oxlug, E
parametrler ¢oxlugu, P(U) U ¢oxlugunun alt ¢oxluglar ailosi vo 4 € F olsu’n

Torif 2.1 [15] (F,A) ciiti U iizorinds soft ¢oxlug adlamir belo ki
F:A- P(U) ' g

Bagqa s6zls desok U tizorinds soft ¢oxlug U goxlugunun parametra bagl
alt ¢oxluglar ailosidir.

Tarif 2.2 [13] U tizorindo verilmis iki (F,A) ve (G, B) soft coxluglan
tigiin (F, A) (G, B)-nin soft alt ¢oxlugu adlamr, sgor asagidak: sortlor 5densrss

(1M)AcBws

(2) Vee 4, F(e) goxlugu G(e) goxlugunun alt goxlugudur. Bu alago
asagidaki kimi gésderilir (F, 4) & (G,B).

U tizerindo verilmis iki (F, 4) va (G, B) soft goxluqlari soft borabor
adlanur, belo ki, (F,4) (G,B) -nin soft alt ¢oxlugudur, eyni zamanda (G, B)

(F, A) -nin soft alt goxlugudur.

Torif 2.3 [13] U iizorinds verilmis iki (F,A4) va (G, B) soft ¢oxluglarmin
kesismosi (H, C) soft goxluqudur, burada € = ANB vo VeeC,H(e) =
F(e)N G(e). Bu (F,A)N (G, B) = (H,C) sokiinds 6donilir.

Torif 2.4 [13] Ogor (F, A) vo (G, B) soft ¢oxluglardirsa, onda (F,A) va
(G,B) (F,A4) A(G,B) kimi isars edilir. (F,A) AN(G,B) (H,AxB) kimi
miiayyan edilir, burada H (e, 8) = F(a)N G(B) , V(a,B)e AxXB.

Torif 2.5 (F,A) va (G, B) iki soft ¢oxluglarinin birlosmssi (H,C) U
tizorindo elo soft goxluqdur ki, € = AUB ve Vee C ticlin

F(e), gre € A—B,
H(e) =< G(g), gre € B—A,
F(e) U G(e), gre € AUB.
Bu omsliyyat (F,A) U (G,B) = (H,C) kimi ifads olunur.

M sol R —modul, A bos olmayan har hansi coxluq vo (F,A) ciiti M
lizorindo soft ¢oxlug olsun.

Torif 2.6 [16] (F, A) soft goxlugu yalmz ve yalmz o vaxt M iizerinds soft
modul adlanir ki, biitiin x € A iigiin F(x) < M .

Xassa 2.7 [16] Tutaq ki, (F,4) ve (G, B) M iizorinds iki soft modullar-
dur.

(1) (F,4) N (G,B) M iizorinds soft moduldur.

(2) (F,4) U (G, B) M tizerinds soft moduldur, agar A N B = .

Torif 2.8 [16] Tutaq ki, (F, ) vs (G, B) M iizorinds iki soft modullardir.
Onda (F,4) + (G,B) (H, A X B) kimi miisyyon edilir, burada biitiin x,y) €
AXB citler tigiin H(x,y) = F(x) X G(y) 6donir.

Toklif 2.9 [16] Tutaq ki, (F,A) va (G,B) M iizerinds iki soft modul-
lardur.
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Onda (F, A) + (G, B) comi ds M iizerinds soft moduldur.

Torif 2.10 [16] (F,A) vo (G, B) uygun olarag M va N iizorindo iki soft
modul olsun. Onda (F,4) X (G,B) = (H,A x B) biitiin (x,¥) € A X B ciitii
tigtin H(x,y) = F(x) X G(y) kimi toyin edilir.

Xasso 2.11 [16] (F,A) vo (G, B) uygun olaraq M va N iizorinds iki soft
modul iss F(x) X G(y) M X N iizerindo soft moduldur.

Torif 2.12 [16] (F,A) va (G,B) uygun olaraq M va N iizorinds iki soft
modul, f: M = N, g: A - B iki funksiya olsun. (f, g) ciitii asagidak1 sort-
lori 6darse soft homomorfizm adlanur:

(1) f: M — N modullarin homomorfizmidir;

(2) g: A - B g¢oxluglann inikasidir.

3 F(F®)=6(g(), Vxe 4.

§1. Soft modullar kateqoriyasinda tors sistemin lLimiti

SMod ils soft modullar kateqoriyasini gostorak. Bu kateqoriyada hasil
vs toplama amaliyyatlar daxil edok.

{(F,4)},, ailesi {M,},, modullar ailosi iizorinds soft modullar ailosi
olsun. 4— 14 Vo & =M, ¢oxlugunu vo modulunu quraq. F:4 — P(M)

el iel
inikasim Va={a,}€ 4 iigiin F(a)=]] F(a,) disturu ils versk. Hor g€ 4,
iel

tigtin F'(a,) M, modulunun alt modulu oldugundan (F(a) modulu M -nin alt
moduludur. Belsliklo, (F,4) M iizerindo bir soft moduludur. Bu soft modulu
11(F.4) soklinde gostorok vo {(F,4,)},., ailosinin hasili adini versk.
iel

oger . I14—4,> p, :[[M, —m, proyeksiya inikaslar iss, onda

iel iel

(p,-9,): H(F,. ,A4)— (F,» 4; ) soft modullarin soft homomorfizmidir.
iel

Indi {(f, 8):(F,4)—(K,,B)}., soft modullar ailssinin soft homo-

morfizmlari isa
[1/.T12):-T1E. 4) - ] x..8)

ler et

soft modullarin soft homomorfizmidir va
[1¢F.4) — )(fw%)
Py
H(f;:g[)if (-f;’gl)
i (‘K’o 2 BI“ )
H(KI > B; ) (p;;;)‘;)

diagrami kommutativdir.
Taklif 1. Hasil smsliyyt: soft modullar kateqoriyasinda bir funktordur.
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Yeno {(F,4,))},., soft modullar ailosi Vo her bir 4, parametrior coxlu-
gunda a, noqtosi qeyd olunsun, elo ki, Fi(a,)=0-dir. 4=T]4, M=o M,

iel tel

alaq vo F:4— P(M) inikasini F(a)=@®F(a)) soklinds versk Vg = {a,}e 4
tgtin. Onda (F,4) ciiti M modulu iizorinds soft moduldur. Bu soft moduly
S(F,, 4;) soklindo gdstorak vo {(F,, 4,)} ailosinin diiz comi adin verok.

@14, -—>HA, inikasini @,(a;)={a;} soklinds verok, burada ager

iel

i#jise a,=qa, ,i=j iss @ =a,-dir. f,:M, —>EIDM,. daxil etms inikasi ol-
sun, onda (¢,,f,): (F;,4,) > S(F,.,A,) soft modullarin soft homomorfiz-
midir.

Ogar {(f,g,):(F,4) > (K}, B,)}; soft modullar ailesinin soft homo-
morfizmlar ailasi iso

ﬁEf,-,Hg,-): SF.4)> ®(X,,B)
i e

soft modullarin soft homomorfizmidir va
(Fpd) > @(F,4)

(/824 L @7]1s)
(X;,B)) - ®(K,,B)

diagrami kommutativdir.

Taklif 2. Soft modullar kateqoriyasinda diiz com smoaliyyati bir funktor-
dur.

I istiqgamoatlonmis goxluq olsun, bu ¢oxluga bir kateqoriya kimi baxaq.

Torif 1. Hor D:1°” — SMod (D: I — SMod) funktoruna SMod kateqo-
riyasinda tors (diiz) sistem deyilir.

Tarifs géro hor tors sistemi

QF A s {0191 : (Frs 4) = (F, 4)})) Q)

soklinds yaza bilarik, els ki agagidaki sortlor 6donir:
1) i=1"tgtin (p/,q)) =1 4y
2) i<i'<i" g (p],q])=(p},q0)o(p].q).

Teorem 1. (1) soklinds olan har tors sistemin limiti var vo yeganadir.

Isbaty. (1) tors sisteminin torifinden alirq ki,

({4 }er-{a i) @
¢oxluqlarmn tors sistemidir vo
({Mi}ie[’ {Q: }rq') j (3)
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modullarin tors sistemidir.
Bu tors sistemlorin limitleri 4= hm 4> M—hm M, P olsun. g4 H M)

inikasin1 toyin edok. Va={a}e 4 uclin gq "(ay)=a, sorti odenir vo
(p!,q"): (Fr, 4:) — (F;, 4,) soft modullarin homomorfizmi oldugundan
| P (F(a)) = FiG4] (a)) = Fi(a,)-dir.
Onda
(@3, F(@)he)
alt modullarin tors sistemi olur, bu sistemin limitini limF,(e;) ilo gostarak.
Indi f. 4 P[H M, ] inikasint F(a) = limF,(q,) diisturu ilo verak.

Beloliklo, (F,A) ciitii M iizerinds bir soft moduldur. (£, 4) cutunun (1) ters
sisteminin limiti oldugunu isbatlayaq. (H,B) ciitii N modulu tizorinds ixtiyari

soft modul v {(#,¢,):(H,B)— (E,A,)},E, asagidaki sorti 6deyon soft homo-
morfizmlor ailssi olsun:
(pi ’q, ) ( f’@’) = (hiﬁgpi) Vi <i
(w.7):(H,B)—> (F,A4) soft homomorfizmini verok. 7:B— A inikasimm
¥(b) ={@,(b)}, ¥ : N - M homomorfizmini iso y(x)= {h(x)} disturlan ilo
toyin edok. Gostoro bilorik ki,
(7,,q,) - H(F,, 4i) = (F,, 4)(q, : limd, —> 4,7, :limM, — M)
soft homomorfizmlori iglin
(H,B)—20(F,, 4)

w.ni
F) " ma)

diagrami kommutativdir.
Indi
(KB e (0 )} ) “
soft modullarin ters sistemi, ¢:J — I izoton inikas va(f;,g,) : (Fy;y» 4pcy) =
(K, B,) soft modullarin homomorfizmi olsun.
Torif 2. Ogor hor j < j ligiin
(f, o(j') ¢(/’))H(K/“’BJ’)
! \
(Foiys Apip) = (K5 B))
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diagrami kommutativdirss (¢,{ f;58)}jes) ailosing (1) sistemindon (4) gedsn
morfizmi dey111r

SMod kateqoriyasinda tors sistemlor vs onlarin morfizmlori kateqoriya
togkil edirler, bunu Jnv(SMod) ilo géstorak.

(9.{f;>8,)} ;) tors sistemlorin morfizmi olsun. Tarifden

[T 4, =112,
l 2
I15 - II¥,
diagramm kommutativdir. Burdan alinq ki,

11mA¢( § limM

) !
diagrami kommutativdir. Belslikls,
(limf;,limg;) : im(F, PO ¢(J)) _>hm(K B; )

soft modullarin homomorfizmidir. Bununla agagidaki teorem isbatlanmis olar.

Teorem 2. ({F,4)}, {(P].4])is)—lim(F,4) qarsi golmosi
Jnv(SMod) kateqoriyasindan SMod kateqoriyasina gedon funktordur.

Tars limit funktoru deqiq ardicilligimin daqiqliyini saxlamadigini bilirik.
Bu mosaleni SMod kateqoriyasinda aragdiraq.

2. Tors limit funktorun téramasi

Bundan sonra biitiin soft modullarda parametrlor ¢oxlugunun eyni
oldugunu gobul edok, onda soft modullarin tors sistemi

(s DY) 1) (Fry ) = (F D} ior)
soklinds olacaq. Hor ae 4 iigiin
(FE@}i:{p;  Fr (@) = F(a)}ier)
modullarin ters sistemi olacaq ve
(im(F,, 4))(a) = limF;(a)

6]

6denir.
Indi d:[[M, - [124, homomorfizmini

d{ x})={x, - p} ()}
soklinds toyin edok. Aydindur ki, Vae 4 t¢iin
d(a)=d| 1F(@) > T1F(a)

uygun modullarin homomorﬁzrmdlr. Onda kerd(a) va cokerd(a) modullar-
n1 vers bilorik. Aydindir ki, kerd(a)=limF (a)-dir. Hor ae 4 igin

l'IF()
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cokerd(a) il verilon modula HM . modulu iizerinds bir soft modul olaraq

qobul edilo bilor. Bu soft modulu 1im™ (F,, 4) kimi gdstarok vs bu soft modula
tars limit funktorunun birinci toroms funktoru admi verak.
Beloliklo, lim(F,, 4) =kerd , lim" (%}, 4) =cokerd borabarliyi aliur.

Toklif 3. 1i_n_1m soft modullarin tors sistemlar kategiriyasindan soft mo-

dullar kateqoriyasina gedon bir funktordur.
Asagidaki kozincir kompleksins baxaq
C=0-[][F,. H—>(F,, H)—0.
Aydindir ki, bu kozincir kompleksinin H°(C) kohomoloji soft modulu
lim(F,, 4) =kerd, H'(C) iso lim" (¥, 4)=cokerd borabordir.

1

Taklif 4. lim(F,,, 4) = H*(C), lim" (F}, 4) = H'(C) -dir.

L@(U funktorunun bozi xassalorini aragdiraq. / istigamotlonmis ¢coxluq

olaraq N natural adadler ¢coxlugunu alaq, onda tors sistem
(Bo ) By, A) ®)

soklinds olacaqg.

r P
Teorem 3. (F, 4)<(F,, A)<~... soft modullarmn tors sistemids hor bir

sonsuz alt sistemi figiin lim® funktoru deyismir.
Isbati. S={i,} k,.} ¢oxlugu N natural adedler goxlugunun sonsuz

alt coxlugu olsun. Toklif 5-don soft modullarin alt sisteminda Ligs(l) agagidaki
d:T[F.H->T[F.4
=8 se§

soft homomorfizmi il toyin olunur. Modullarin

jb’ﬂ :HMS _>HMII

se$ neN
Homomorfizmlarini

Tl g (pi(x,), Py (%)) P (x,.),p,.{,l(xj),...,pf_l(xj),...) ,
105 %5%50) = (0005 (%,),05.., 50,0, %, ,0..)
diisturlar ilo versk. Asanligla yoxlaya bilerik ki,
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e
M, - M
a4y
M, - M
g 5 g ¢
diagrami 2 kommutativdir. Belsliklo f;, /, homomorfizmleri €’ =0—
[IE. H-][F. 40 C soft modullarin kozincir kompleksinden C
ses se§
kozincir kompleksino gedon homomorfizmlerdir.
Indi isa
g8 1M, =] M,
neN se§
Homomorfizmlori

go(xl’xzs-") = (x,-,xj,xk,...)

81(¥ X, X350 ) = (6, + P () + o4 P (),

X+ P () + ot Py (6a)see)

soklinds versk. Onda yens yoxlaya bilorik ki, g,,g, homomorfizmleri C ko-
zincir kompleksinin C” kompleksine gedon homomorfizmlordir vo

&°fh=8&°f =1n(F,,A)
boraborliyi Sdonir.

D:[1M, -] M,
homomorfizmini nEN nEN

D(x1’x2=~--) = (X% + Py (%) + ot P (%), X, + J2AEHEINE 2l e A W
%430, X + Dt (tiag) +oet DY (Xja)s Xy +ont Pl (*,4):0,-..)

diisturu ilo toyin edok. Hesablamalar gostorir ki, D homomorfizmi f, o g, vo
/i ° & homomorfizmleri arasinda kozincir homotopiyadir. Onda

0->J[@E.H->T]F,. 40
neN neN

0->J[E.H->]]E. -0
se§ se§

soft modullarin kozincir komplekslori kozincir homotopik ekvivalentdirler vo
demali, onlarin kohomoloji modullar baraberdirlor. Nozors alsaq ki, lim"”

funktoru birinci kohomoloji moduluna borabardir, teorem isbatlanir.
Teorem 4. Ogar

I3 P
(£, A)—(F,, ) ...
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SMod tors sisteminds p;" homomorfizmleri epimorfizmlor iso l'gm(Fn,A)=0-
dir.
Isbatr. lim®(F , 4) funktoru
d:T1F,.H->]]F.4

RainonioiBard i toyin olunur. p/* homomorfizmleri epimorfizmlor

oldugundan 4 homomorfizmi do epimorfizmdir. Onda
lim" (F,, 4) = cokerd
oldugundan lim®(F,, 4) = 0 -dur.

Teorem 5. ‘ ) ‘
2 l &

0= (F,4) = (F,, A) = (F;,4) >0
4 d d

0 (F,4) = (F,4)—(F,4)—0
soft modullarm tors sistemlorinin qisa dogiq ardicilligr olsun. Onda soft mo-

dullarin
0 — lim(F,, 4) = im(F,, 4) - lim(F,, 4) -

\ \ 1

~ lim® (£}, 4) = lim”(F,, 4) > lim®” (£}, 4) - 0
ardicilligr daqiqdir.
Isbatr. Soft modullarmn har bir {(F,, 4)},_,, tors sistemi iigiin

c=;0—>H(Fn,A)J-—>H(E,,A) -0
neN neN
soft modullarin kozincir kompleksidir ve

H(C)=lim(F,, 4), H'(C)=1im"(F,, 4) 6)
barabarliyi 6danir. Eyni sokilda {(F,,4)}, vo {(F/, A)} tors sistemlori tigtin

C'=0-[]F, H—>[]E. 4 -0,
neN

neN

C"=0-[[EH—ST](E 4 -0
neN neN

kozincir komplekslorinin kohomoloji modullar:

H*(C")=lim(F,, 4), H'(C")=1lim" (£}, 4) Q)
H'(C")=lim(F;, 4), H'(C") =1lim® (F”, 4) )
32

soklindadir. Teoremin sartins gora
0-C'>C>C">0

soft modullarin kozincir komplekslorinin qisa daqiq ardicilligidir. Bu ardicilli-
gin kohomoloji modullarmin ,

0> H(C) - H(C)» H'(C" > H'(CY—= H'(C)—>
H'(C") - H*(C) - H*(C) - H*(C") =~ ...
doqiq ardicilligs alinar. (6),(7),(8) baraberliklorini nazars alsaq
H*(C)=H*C)=H*(C") = H(C)=...=0
0 — Lim(F,, 4) - lim(F,, 4) — lim(F”, 4) -

lim®™ (F;, 4) — im®(F,, 4) - lim® (7", 4) 0
deqiq ardicilligs olds olunur.
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[IPOU3BO/IHBIN ®YHKTOP OBPATHOI'O ITPEJIEJIA
B KATEIrOPAY CO®PT MOAYJIEA

C.3.ABJIYJLJIAEB, C.A.FATPAMOB
PE3IOME

B aToii paboTe HCCIEIYETCS BONPOC CYIECTBOBaHMA Npelesa 0o6paTHOH CHCTEMBI B
xaTeropud codT MOIyJeH, MOKa3bIBACTCA CYNIECTBOBAHHE H (YHKTOPHANBHOCTE 06paTHOTO
mpenena. Jlanee paccMaTpuBaeTcs npobiemMa o TOYHOCTH HPEAENon 00paTHBIX CHCTEM TOTHEIX
[T0CJIEIOBATENLHOCTE}, B CBA3H C HeM BBOAMTCA NPOHM3BOIHBIH ¢ynxTOp 06paTHOrO Npeaena.

KaroueBbie ¢10Ba: COPT MOZYIH, PYHKTOp 0OpaTHOro Mpelelia, HEHHbIE KOMILICKCH,
HpOM3BOIHELA QYHKTOp 0OpaTHOro Npejena.

DERIVATIVE FUNCTOR OF INVERSE LIMIT
IN THE CATEGORY OF SOFT MODULES

S.E.ABDULLAYEYV, S.A.BAYRAMOV
SUMMARY

The paper studies the basic concepts of soft module. Later, we introduce the inverse
system in the category of soft modules and prove that its limit exists in this category.
Generally, the limit of the inverse system of exact sequences of soft modules is not exact.
Then, we define the notion Jim® which is the first derived functor of the inverse limit functor.
Finally, using methods of homology algebra, we prove that the inverse system limit of the
exact sequence of soft modules is exact.

Key words: Soft modules, functor of inverse limit, chain complex, derivate functor of
inverse limit.
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