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Рассматривается одна граничная задача управления системами Гурса-Дарбу при 

наличии негладких функциональных ограничений типа неравенств на состояние систе-
мы. Получено необходимое условие оптимальности в терминах производной по направ-
лениям. 
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Среди задач оптимального управления системами с распределенны-

ми параметрами наиболее разработанной является задачи оптимального 
управления системами Гурса-Дарбу. Разработка теории необходимых ус-
ловий оптимальности для задач оптимального управления системами 
Гурса-Дарбу начался с работ [1, 2] и др. А.И. Егорова. В дальнейшем поя-
вились работы С.С. Ахиева и К.Т. Ахмедова [3], К.К. Гасанова [4], М.В. 
Suryanarayana [5], В.И. Плотникова и В.И. Сумина [6], В.И. Сумина [7], 
Т.К. Меликова [8], В.А. Якубовича и А.С. Матвеева [9], О.В. Васильева 
[10], В.А. Срочко [11], К.Б. Мансимова [12], И.В. Лисаченко и И.В. Су-
мина [13] и др. 

Обзор соответствующих результатов имеется в работах [14-18] и др. 
Предлагаемая статья посвящена выводу необходимого условия оп-

тимальности в одной граничной задаче оптимального управления систе-
мами Гурса-Дарбу при наличии негладких функциональных ограничений 
типа неравенств на состояние системы. 
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Постановка задачи оптимального управления 
Предположим, что требуется найти минимум функционала 

( ) ( )( ) ( )( )10110 tax,tzuS0 Φ+= ϕ                                     (1) 
при ограничениях 

( ) ,rRUtu ⊂∈   [ ] Tttt =∈ 10 , ,                                        (2) 

( ) ( )( ) ( )( ) 0111 ≤Φ+= tax,tzuS iii ϕ ,  p,i 1= ,                               (3) 
( ) ( ),,,,, xtxt zzxtfzxtBz +=     ( ) [ ] [ ]1010 x,xt,tXTDx,t ×=×=∈ ,         (4) 

   
( ) ( )
( ) ( ) .Xx,xbx,tz

,Tt,tax,tz
∈=
∈=

0

0                                             (5) 

Здесь ( )zzϕ , ( )aiΦ , p,i 0=  – заданные скалярные функции удовле-
творяющие условию Липщица и имеющие производные по любому на-
правлению, ( )xtB ,  – заданная непрерывная в D  – ( )nn × -мерная матрич-
ная функция, ( )xzzxtf ,,,  – заданная n -мерная вектор-функция непре-
рывная в nn RRD ××  вместе с частными производными по tz,z , ( )xb  – 
заданная абсолютно непрерывная в X  n -мерная вектор-функция, а ( )ta  – 
абсолютно непрерывная вектор-функция, определяемая как абсолютно 
непрерывное решение задачи Коши 

( )
( ) ,ata

,Tt,u,a,tFa

00 =
∈=

                                                     (6) 

при помощи выбора r -мерной управляющей функции ( )tuu = . 
Здесь ( )u,a,tF  – заданная n -мерная вектор-функция, непрерывная 

в кn RRT ××  вместе с ( )u,a,tFa . 
Предполагается, что управляющая функция ( )tu  измерима, огра-

ничена и удовлетворяет ограничению 
( ) ,RUtu n⊂∈   Tt ∈ ,                                                 (7) 

где U  – заданное непустое и ограниченное множество. 
Каждую управляющую функцию с вышеприведенными свойства-

ми назовем допустимым управлением. 
Предполагается, что каждому допустимому управлению ( )tu  соот-

ветствует единственное абсолютно непрерывное решение ( ) ( )( )x,tz,ta  
краевой задачи (4)-(6). 

Допустимое управление доставляющая минимум функционалу (1) 
при ограничениях (1)-(6) назовем оптимальным управлением. 
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Необходимое условие оптимальности 
Пусть ( ) ( ) ( )( )x,tz,ta,tu  есть фиксированный допустимый процесс. 

Через ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )x,tzx,tzx,tz,tatata,tututu ∆+=∆+=∆+=  обозна-
чим произвольный допустимый процесс. 

Тогда приращение ( ) ( )( )x,tz,ta ∆∆  состояния ( ) ( )( )x,tz,ta  будет 
удовлетворять краевой задаче 

( ) ( ) ( ),,,,,,,, xxtxt zzxtfzzxtfzxtBz −+∆=∆    ( ) Dx,t ∈ ,              (8) 

   
( ) ( )

( ) ,Xx,x,tz
,Tt,tax,tz

∈=∆
∈∆=∆

00

0                                            (9) 

( ) ( ),u,a,tFu,a,tFa −=∆        ,Tt ∈                                     (10) 
( ) 00 =∆ ta .                                                     (11) 

В силу гладкости вектор-функции ( )xz,z,x,tf  ( )( )u,a,tF  по ( )xz,z , 
( )a  используя формулу Тейлора получаем, что ( ) ( )( )x,tz,ta ∆∆  является 
решением линеаризованной краевой задачи 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),u;ttu,ta,tFtatu,ta,tFta tua ∆+∆+∆=∆ 1η                   (12) 
( ) 00 =∆ ta ,                                                              (13) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ),zz

x,tzz,z,x,tfzz,z,x,tfzx,tBz

x

xxzxztxt x

∆+∆+

+∆+∆+∆=∆

2ο
              (14) 

   
( ) ( )

( ) .Xx,x,tz
,Tt,tax,tz

∈=∆
∈∆=∆

00

0                                   (15) 

Здесь, и в дальнейшем по определению 
            ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),tu,ta,tFtu,ta,tFtu,ta,tFtu −≡∆  

             ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )tatatu,ta,tFu;t atu ∆+∆∆=∆ 11 οη . 
Интерпретируя уравнения (12), (14) как линейные неоднородные 

системы дифференциальных уравнений, на основе формул о представле-
нии решений линейных обыкновенных дифференциальных уравнений и 
линейных гиперболических дифференциальных уравнений (см. напр. [19, 
20]) имеем 

              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),u;tdu,a,F,tRta
t

t
u ∆+∆=∆ ∫ 21

0

ητττττ τ              (16) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]
( ).u;x,t

dax,z,x,z,x,fas,;x,Rx,tz
t

t
xzx

∆+

+∆−∆=∆ ∫
3

00002

0

η

ττττττττ 
    (17) 

Здесь по определению 
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                       ( )( ) ( ) ( )( )∫ ∆=∆
t

t

du;,tRtu;t
0

112 τττητη , 

       ( ) ( ) ( ) ( )( ) .ddss,zs,zs,;x,tRu;x,t
t

t

x

x
s τττοτη ∫ ∫ ∆+∆=∆

0 0

22  

С учетом (16) из представления (17) получим 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[
( ) ( ) ( )( ) ( )] ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ).u;x,t

du;x,;x,tRdu,a,Fx,;x,tR

dax,z,x,z,x,tfu,a,Fx,;x,tR

u;x,tax,z,x,z,x,tfu;

u,a,Fau,a,Fx,;x,tRx,tz

t

t

t

t
u

t

t
sza

sz

t

t
ua

x

x

∆+

+∆+∆+

+∆−=

=∆+∆−∆+

+∆+∆=∆

∫∫

∫

∫

3

10202

0000

30001

02

00

0

0

η

ττηττττττ

ττττττττ

ηττττη

ττττττττ

τ

τ

  (18) 

Из представления (16) ясно, что 

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).u;dssu,sa,sFs,Ra
t

su ∆+∆=∆ ∫ τηττ
τ

21

0

       (19) 

Следовательно, получаем, что 
( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]∫ ∫





×−=

=∆
t

t t
sza x,z,x,z,x,tfu,a,Fx,;x,tR

x,tz

x

0 0

00002

τ

ττττττ
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ]
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( ) +∆−+

+∆×

∫
t

t
sza

su

du;x,z,x,z,x,tfu,a,Fx,;x,tR

ddssu,sa,sFs,R

x

0

200002

1

τττηττττττ

ττ
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).u;x,tdu,a,Fx,;x,tR
t

t
u ∆+∆+ ∫ 302

0

ητττττ τ                (20) 

Положим 
    

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( ) ,du;x,z,x,z,x,tfu,a,Fx,;x,tR

u;x,tu;x,t
t

t
sza x∫ ∆−+

+∆=∆

0

200002

34

τττηττττττ

ηη
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( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( )

( ).x,;x,tR

dss,Rx,sz,x,sz,x,sfsu,sa,sFx,s;x,tR

,x,tQ
t

sza x

τ

τ

τ

τ

2

100002

+

+−=

=

∫  

Тогда используя теорему Дирихле [21] представление (20) записы-
вается в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )u;x,tdu,a,F,x,tQx,tz
t

t
u ∆+∆=∆ ∫ 4

0

ητττττ τ .                (21) 

Из представлений (3), (21) следует, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )u;tdttu,ta,tFt,tRta
t

t
tu ∆+∆=∆ ∫ 12111

1

0

η ,                       (22) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )u;x,tdttu,ta,tFt;x,tQx,tz
t

t
tu ∆+∆=∆ ∫ 114111

1

0

η .                 (23) 

Пусть [ )10 , tt∈θ  произвольная точка Лебега (правильная точка) 
(см. напр. [ ]) управления ( )tu , Uv ∈  произвольный вектор, а 0>ε  – дос-
таточно малое, произвольное число такое, что 1t<+ εθ . Специальное 
приращение допустимого управления ( )tu  определим по формуле 

( ) ( ) [ )
[ )




+∈

+∈−
=∆

.,\,0

,,,

εθθ
εθθ

ε Tt

ttuv
tu                                   (24) 

Через ( ) ( )( )εε ;,,; xtzta ∆∆  обозначим специальное приращение со-
стояния ( ) ( )( )xtzta ,,  отвечающее приращению (24) управления ( )tu . 

Из оценок приведенные, например в [15, 16, 17] следует, что 
                                ( ) εε L;ta ≤∆ ,    Tt ∈ , 

                          ( ) εε L;x,tz ≤∆ ,     ( ) Dx,t ∈ , 

                         ( ) εε L;x,tzx ≤∆ ,     ( ) Dx,t ∈ . 
С учетом этих оценок из (22), (23) получаем, что 

( ) ( ) ( )εοθεε +=∆ ,v;ta 1 ,                                     (25) 
( ) ( ) ( )εοθεε +=∆ ,vL;x,tz 11 ,                                   (26) 

где по определению 
                   ( ) ( ) ( ) ( )( )θθθθθ u,a,F,tR,v v∆= 11 , 
                ( ) ( ) ( ) ( )( )θθθθθ u,a,F;x,tR,vL v∆= 111 . 
Положим 
       ( ) ( )( ) ( )( ){ }p,i,x,tzta:iuI ii 10111 ==+Φ= ϕ , 
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                                ( ) { } ( )uIuJ ∪= 0 . 
Не нарушая общности предположим, что 
                     ( ) { }m...,,,uI 21= ,     ( )pm ≤ . 
Имеет место 
Теорема. Для оптимальности допустимого управления ( )tu  в зада-

че (1)-(6) необходимо, чтобы неравенство 

( )
( )( )
( )

( )( )
( ) 0111 ≥








∂
Φ∂+

∂
∂

∈ v,
ta

v,L
x,tzmax ii

uJi θθ
ϕ


                               (27) 

выполнялось для всех Uv ∈  [ )10 , tt∈θ . 
Доказательство. Допустим обратное. Пусть управление ( )tu  опти-

мальное, но существуют [ )10 t,t∈θ  и Uv ∈  такие, что 

( )
( )( )

( )
( )( )

( ) 0111 <







∂
Φ∂+

∂
∂

∈ v,
ta

v,L
x,tzmax ii

uJi θθ
ϕ


.                               (28) 

Специальное приращение управления ( )tu  определим по формуле 

( ) ( ) [ )
[ )




+∈
+∈−

=∆
.,\Tt,

,,t,tuv
tu

εθθ
εθθ

ε 0
                                   (29) 

Тогда из (25), (26) получаем, что 
( ) ( ) ( )εοθεε +=∆ v,;ta 1 ,                                        (30) 

( ) ( ) ( )εοθεε +=∆ v,L;x,tz 11 .                                      (31) 
Пусть ( )uIi ∈ .  Тогда учитывая формулы (30), (31) в силу ( ) полу-

чаем, что 
                

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( )
( ) ( ) 0111 <+








∂
Φ∂+

∂
∂=−∆+ εο

θθ
ϕεε v,

ta
v,L
x,tztuStutuS ii

ii


.       (32) 

Пусть теперь { } ( )uI\p,i 1∈ . Тогда в силу непрерывности функций 
( )ziϕ , ( )aiΦ , получаем, что 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( )
( ) ( ) 0111 <+








∂
Φ∂+

∂
∂+=∆ εο

θθ
ϕεε v,

ta
v,L
x,tztuStuS ii

ii


.     (33) 

Неравенства (32), (33) показывается, что управление ( ) ( )( )tutu ε∆+  
является допустимым управлением. 

При этом в силу предположения ( ) имеем 
                                ( ) ( )( ) ( )( )tuStutuS 00 <∆+ ε . 
А это противоречить оптимальности допустимого управления ( )tu . 

Теорема доказана. 
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Замечание. Полученный результат носит довольно общий харак-
тер. Из него, при различных предположениях можно получить ряд кон-
кретных условий оптимальности.  
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QURSA-DARBU SİSTEMLƏRİ İLƏ SƏRHƏD İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİNDƏ 

OPTİMALLIQ ÜÇÜN ZƏRURİ ŞƏRT 
 

K.B.MƏNSİMOV, V.A.SÜLEYMANOVA 
 

XÜLASƏ 
 

İşdə Qursa-Darbu sistemləri ilə sərhəd optimal idarəetmə məsələsində, prosesin vəziy-
yətinə bərabərsizlik tipli funksional məhdudiyyət olan halda optimallıq üçün istiqamət üzrə 
törəmə terminində zəruri şərt alınmışdır.  

 
Açar sözlər: Qursa-Darbu sistemi,optimallıq üçün zəruri şərt, istiqamət üzrə törəmə, 

sərhəd idarəsi. 
 

 
NECESSARY CONDITION OF OPTIMALITY IN ONE BOUNDARY  

VALUE PROBLEM OF CONTROL SYSTEMS OF GOURSAT-DARBOUX  
EQUATIONS IN THE PRESENCE OF A NONSMOOTH FUNCTIONAL  

INEQUALITY CONSTRAINTS 
 

K.B.MANSIMOV, V.A.SULEYMANOVA 
 

SUMMARY 
 

We consider one boundary value problem of control of Goursat-Darboux systems in the 
presence of non-smooth functional constraints such as inequalities on the state of the system. 
The necessary optimality condition in terms of the derivative in the directions is obtained. 

 
Keywords: Goursat-Darboux system, necessary optimality condition, directions deriva-

tive, boundary control. 
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