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Пусть nE - n -мерное эвклидово пространство точек 

( ) Dnxxx n ,3,,...,1 ≥= -ограниченная область, расположенная в nE , D∂  
граница области D , причем 2CD ∈∂  и D∂∈0 . 

Рассмотрим в D  первую краевую задачу 
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  ( ) ( ) ( )Dcxxu D ∂∈=∂ ϕϕ , ,               (2) 

в предположении, что ( ) −xaij действительная, симметрическая матрица 

с измеримыми в D  элементами, причем для всех Dx ∈  и nE∈ξ  
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( ) ( )( )21 / tttg ii
−= ω ,  nji ,...,1, = . Относительно функций  ( )tiω  для ni ,...,1=  

будем предполагать выполнение  следующих условий: ( )tiω - непрерыв-
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ные и строго монотонно возрастающие на [ ]diamD,0  функции, 
( ) ( )tii

1,00 −= ωω - функции обратные к ( )tiω  и кроме того существуют 
константы 0,,0,1,1 >>>>> Anqηβα такие, что  
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 Предположим, что 
( ) ( ) nixccbxbi ,...,1,0, 00 =≤≤−≤ ,       (6) 

где  0,0 00 >> cb  - константы. 
 Условимся в некоторых обозначениях и определениях. Обозначим 
через ( )DW 2

,2 λ  -банахово пространство функций ( )xu  заданных на D , с 
конечной нормой 
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и пусть ( )DW
0
2
,2 λ - пополнение множества всех функций ( ) ( )Dcxu ∞∈ ,  

0=∂Du  по норме пространства ( )DW 2
,2 λ . Функция ( ) ( )DWxu

0
2
,2 λ∈  называ-

ется сильным (почти всюду) решением уравнения (1) в D , если она удов-
летворяет уравнению (1) почти всюду в D . Функция ( )xu , являющуюся 
решением неравенства 0≥Lu  будем называть L - субэллиптической . 
Функция ( )xu  назовем L - суперэллиптической в D , если - ( )xu L - субэл-
липтично в D . Запись ( )...c  означает, что положительная константа C  
зависит  лишь от содержимого скобок. 
 Пусть ( ] ( )0

:
0 ,0,1,0, xKREx KRn Π>∈∈ - параллелепипед 

}{ niRKxxx iii ,...,1),(: 10 =⋅<− −ω , ( )KE x
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Через ( )21;
0

KKE x
R  обозначим слой ( ) ( )12

00

\ KEKE x
R

x
R , 12 KK > . Обзор ра-

бот по вышеупомянутой те матике можно найти в работах [1-9]. 
 Пусть ( )xuϕ - обобщенное по Винеру-Ландису решение задачи (1)-
(2). Будем предполагать, что обобщенное решение ( )xuϕ  существует. Что 
касается условий существования  обобщенного решения ( )xuϕ , то укажем 
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в этой связи статью [10]. 
 Точка D∂∈0  называется регулярной относительно первой краевой 
задачи (1)-(2), если для всякой функции ( ) ( )Dcx ∂∈ϕ  имеет место пре-
дельное равенство 
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 Если существует по крайней мере одна непрерывная функция ( )xϕ  
на D∂ , для которой (7) не выполнено, то точка 0 называется  иррегуляр-
ной. 
 Для yxEyx o

R ≠∈ ),17;1(, введем следующую функцию 
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где S - положительное число. Пусть H - борелевское множество в 
)17;1(o

RE . Назовем меру  µ  на ( )RSH ,,  - допустимой, если  
                                               ( ) ( ) 1, ≤∫ ydyxG
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S
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Число ( ) ( ) ( )HHcap S
R µsup= , где точная верхняя грань берется по всем до-

пустимым мерам, называется ( )RS ,  - емкостью множества H . 
 Обозначим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) .,
2
19;

2
18,

4
1,1,1

,1,8,,9,|,1,17

108
00

7

6540042130201

0

00

DBEBEB

EBEBBxEBBBBEBEB

R
x
R

x
R

x
RRRR

⊂




=



∈−=

==∂∈====

ρρ

 
Лемма. Пусть в 3B  расположено область P , имеющая предельные 

точки на границах обоих эллипсоидов 21 BиB . Пусть далее в P  опреде-

лена положительная L -субэллиптическая функция ( )xu , непрерывная в 
_
P  и 

обращающаяся в нуль на 3BP∂ . Тогда, если PBH R \8= и ,1≤R  то 
     ( ) ( ) ( )( )( ) ( )xuHcapRnxu

BP
R

S
R

S

P 4
sup,1sup 0

∂

− ⋅⋅⋅+≥

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где  00 >= constη . 
 Доказательство. Очевидно, что достаточно рассмотреть случай 

( ) ( ) 0>R
S

R Hcap . Кроме того, не теряя в общности, можно считать, что 
( ) 1sup

4
=

∂
xu

BP
. 

 Пусть 4BPx ∂∈∗   точка, в которой ( ) 1=∗xu . Выберем на 4B∂  ми-
нимальное число точек mxx ,...,1  так, чтобы 
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2) Одна из точек ix  совпадает с точкой ∗x ; 
3) для любого mii ≤≤1, , найдется  mjj ≤≤1,  такое, что 

i

n
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AR
j Ex /∂∈ , где 

1>≥ αA -константа. 
 Ясно, что число m  зависить лишь от n . Из свойств покрытия сле-
дует, что для любого mii ≤≤ 00 1, , существует цепочка kii xx ,...,1  такая, 

что ( ) 1,...,1,0,1/
1 −=∈= +∗ keExuxx ei

n
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 Из субаддитивности эллиптической емкости заключаем о сущест-
вовании mii ≤≤ 00 1, , такого, что 
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и в этом случае требуемая оценка (8) доказана. 
 Пусть теперь ( ) δ−< 1xu  при ( )06 ixBPx ∈ . Рассмотрим функцию 

( ) ( ) δ+−= 11 xuxv . Нетрудно видеть, что функция ( )xv1  является L -
субэллиптической в P , так как 1<δ . Пусть ( ) }{ 0,: 11 >∈= xvPxxP . По 
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предположению эллипсоид ( )06 ixB  расположен в дополнении к 1P . Для 
4Bx ∂∈′  обозначим через ( )ii

R xB  эллипсоид ( ) 6,5, =′ ixBi . Легко прове-
рить, что ( ) ( )xBxB ARR ′⊂′ 65 . 
 Пусть теперь kii xx ,...,1 - вышеупомянутая цепочка. По построению 
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и в этом случае утверждение  леммы доказано. 
 Допустим, что ( ) δσ−< 1xu  при ( )16
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то применяя [6], получаем 
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и в этом случае утверждение леммы доказана. 
 Если же ( ) 21 δσ−<xu  при ( )2

2
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AR xBPx ∈ , то продолжим про-
цесс аналогичным образом. Не позже, чем на mK −  шагу, мы докажем 
лемму, так как ( ) ( ) 1== ∗xuxu ki . 
 Следствие. Пусть βα

β
α >= ,1A . Тогда утверждение леммы останет-

ся в силе, если выполнены все ее условия, но область P  расположена в 
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1RAE , имеет предельные точки на ( )90

1RAE∂  пересекает 1B  и ( ) 0
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 Для доказательства заметить, что ( )901
1 RAEB ∈ . 
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 Теорема. Пусть в ограниченной области nED ∈  определены коэф-
фициенты оператора L , удовлетворяющие условиям (3)-(6). Тогда для 
регулярности точки D∂∈0  относительно первой краевой задачи (1)-(2) 
достаточно, чтобы  
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 Доказатльство. Достаточно показать следующее: каковы бы ни 
выли числа 0,0 21 >> εε  подобласть D′  области D , целиком располо-
женная в D  и L -субэллиптическая в D′  функция ( ) 1<xu , существует 
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а 0jj >  натуральное число такое, что в ( )90
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в которой ( ) 2ε≥′xu . 
 Наша цель состоит в том, чтобы показать, что число j  меньше 
константы, зависящей от 1,εs и 2ε . 
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В силу условия (10), последнее неравенство не может выполняться 
при ),,,,,( 0021 cbnjj γεε∗≥ . Теперь достаточно выбрать 

∗−= jA1δ  и теоре-
ма доказана. 

Замечание. Условие (10) можно записать в интегральной форме, а 
именно: для регулярности точки D∂∈0  относительно первой краевой за-
дачи (1)-(2) достаточно, чтобы 
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SƏRHƏD NÖQTƏSİNDƏ QEYRİ-MÜNTƏZƏM CIRLAŞAN İKİNCİ TƏRTİB 

ELLİPTİK TƏNLİKLƏRİN HƏLLƏRİNİN XARAKTERİ HAQQINDA 
 

F.İ.MƏMMƏDOV, N.R.AMANOVA 
 

XÜLASƏ 
 

Məqalədə oblastın sərhəd nöqtələrində qeyri-müntəzəm cırlaşan qeyri-divergent struk-
turlu ikinci tərtib elliptik tənliklər sinfi üçün Dirixle məsələsinə baxılır. Sərhəd nöqtələrinin 
hamarlığı haqqında Viner tip kriteriya isbat edilir. 
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THE BEHAVIOUR OF THE SOLUTIONS OF NON-UNIFORMLY DEGENERATE 

SECOND ORDER ELLIPTIC EQUATIONS AT BOUNDARY POINTS 
 

F.I.MAMMADOV, N.R.AMANOVA 
 

SUMMARY 
 

The Dirichlet problem is considered for a class of non-uniformly degenerate second 
order elliptic equations in non-divergent form at boundary points. The Viner criterion is proved 
for the smoothness of the boundary points. 
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