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 Рассматривается двухпродуктовая модель экономической динамики. Исследу-
ется зависимость объема потребления от численности рабочей силы. Как частные 
случаи, в качестве производственных функций рассматриваются функция Кобба-
Дугласа и функция с постоянной эластичностью замены (CES). 

 
Ключевые слова: потребление, функция Кобба-Дугласа, удельное 

потребление. 
 
В работе [1] рассматривается вопрос зависимости объема потреб-

ления от численности рабочей силы в простейшей однопродуктовой мо-
дели экономической динамики.  

В настоящей работе этот вопрос исследуется в рамках двухпродук-
товой модели экономической динамики. В начале приведем некоторые 
вспомогательные сведения и определения из  [1]. 

Модель задается соотношениями  
IKvKLCCILKF +==+= ,,),( ω  

Здесь K  и L - объем фондов и численность рабочей силы в мо-
мент времени t , K и L – объем  фондов и рабочей силы в следующий мо-
мент времени  t (время дискретное), I – инвестиции, C – потребление, ω  - 
удельное потребление (ставка заработной платы), F – производственная 
функция, v - коэффициент сохранности фондов. Также предполагается, 
что задана неизменная норма накопления  s, не зависящая от численности 
рабочей силы L.  

Очень часто вместо функции y=F(K,L) рассматривают функцию 
одного переменного ( ) ( ),1f Fη η= , [2.3.4] где 
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Предполагается, что функция F положительно однородна первой степени,  
                                               F(0,L) = F(K,0)=0 
Считается, что функция f трижды непрерывно дифференцируема, причем 
                                   ( ) ( )0 ,  0f fη η′ ′′> ≤  при 0.η >  

Через М обозначим величину ( , )K F K Lν + - национальное богат-
ство в момент t, и пусть  ƞ есть корень уравнения 

                                           ( ) '( )
'( )

M f f
L f

η η ηη
ν η

−= −
+

 

Пусть LL ρ=  где ρ  - темп роста рабочей силы. Тогда потребле-
ние задается соотношением 
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а удельное потребление ω  задается через норму накопления  s равенст-
вом 
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где 
L
K=η  -  фондовооруженность  в начальный момент времени t. 

В [2,5] предложен следующий способ выбора ω : 
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Рассмотрим две однопродуктовые модели. Первая задается произ-
водственной функцией 1F  и коэффициентом сохранности 1ν , вторая-
функцией 2F и коэффициентом сохранности 2ν . Задана общая числен-
ность рабочей силы L , которая распределяется между этими моделями 
так, чтобы максимизировать суммарное потребление.  
 Итак рассматривается задача 

 max)()( 21 →−+ lLClC      (2) 
при условии Ll ≤≤0 . Здесь )(lCi ( 2,1=i ) - фонд потребления в i -ой мо-
дели в предположении, что удельное потребление iω  выбирается по фор-
мулам (1). Казалось бы что если в одной из моделей производственная 
функция «существенно лучше», чем в другой, то вся рабочая сила должна 
быть направлена в эту модель. Так, однако, бывает не всегда. Ниже как 
раз изучается вопрос, когда решение задачи (2) лежит внутри промежутка 

]1,0[   и когда на его границе. 
 Лемма 1. Пусть функции 1C и 2C  возрастают и вогнуты на проме-
жутке ]1,0[ , причем 0)0()0( 21 == CC . Тогда соотношение 
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 ( )],0[)()()( 211 LllLClCLC ∈−+≥     (3) 
выполняется в том и только в том случае, когда 

)0()( 21 CLC ′≥′ . 
 Доказательство. Положим lLm −=  и пусть 

( )LmmLCLCmC ≤≤−−= 0)()()( 11 . Тогда неравенство (3) равносильно 
соотношению  

],0[),()( 2 LmmCmC ∈≥ . 
 Так как ,0)()( 1 >′−=′′ mCmC  то функция С выпукла. 
Кроме того, )0()0( 2CC = . Из этого равенства, выпуклости C  и вогнуто-
сти 2C  следует, что неравенство ( )LmmCmC ≤≤≥ 0)()( 2  равносильно 
соотношению )0()0( 2CC ′≥′ . Для завершения доказательства осталось за-
метить, что  )()0( 1 LCC ′=′ .  
 Теорема 1. Пусть 1F и 2F - функции Кобба – Дугласа. Тогда реше-
ние задачи (2) лежит в интервале (0, L ).  

Доказательство. Воспользовавшись формулой (7) [1],  нетрудно 
проверит, что в случае, когда F - производственная функция Кобба-
Дугласа, производная потребления в нуле бесконечна. Привлекая лемму 
1, убедимся в справедливости теоремы. 
 Теорема 2. Рассмотрим модели ),( 11 vF и ),( 22 vF , где 1F и 2F - 
функции с постоянной эластичностью замены:  
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причем 1>iρ .  Тогда суммарное потребление )()( 21 lLClC −+   достигает 
максимума на отрезке ],0[ L  в точке L тогда и только тогда, когда 1LL ≤ и 
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LC . Здесь 1L - единственная точка максимума функции 1C  на 

положительной полуоси. 
 Доказательство. Как и при доказательстве леммы 1, введем в рас-
смотрение функцию )0()()()( 11 LmmLCLCmC ≤≤−−= . Максимум 
функции )()( 21 lLClC −+  достигается в точке L  тогда и только тогда, ко-
гда )()( 2 mCmC ≥ .  
 Если 1LL > , то функция С принимает на ],0[ L  как положительные, 
так и отрицательные значения, в то время как функция 2C  всегда положи-
тельна, поэтому максимум в точке L не достигается. 
 Пусть 1LL ≤ . Рассмотрим сначала случай, когда 2LL ≤ , где  2L -
точка максимума функции 2F  на положительной полуоси. Тогда, привле-
кая теорему 2 [1] и лемму 1, получим, что L является точкой максимума в 
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том и только в том случае, когда )0()( 21 CLC ′≥′ . Несложные вычисления, 

опирающиеся на формулу (7),  показывают, что 2

1

2
2

2
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v

C  . Если же 

2LL > , то можно сначала использовать лемму 1 для промежутка ],,0[ 2L  а 
затем воспользоваться тем, что на отрезке ( )LL ,2  функция 2C  убывает, а 
функция C возрастает. Теорема доказана. 
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İKİMƏHSULLU İQTİSADİ DİNAMİKA MODELLƏRİNDƏKİ  
BİR ASILILIQ HAQQINDA 

 
S.İ.HƏMİDOV 

 
XÜLASƏ 

 
İkiməhsullu istisadi dinamika modellərinə baxılır. İstehlak həcminin işçi qüvvəsinin 

sayından asılılığı tədqiq olunur. Xüsusi hal kimi istehsal funksiyaları olaraq Kobb-Duqlas 
istehsal funksiyası və stabil əvəzetmə elastiklikli istehsal funksiyaları (CES) öyrənilir. 

 
Açar sözlər: istehlak, Kobb-Duqlas funksiyası, əmək haqqı tarifi 
 

ON A DEPENDENCE IN TWO PRODUCTIVE MODELS 
OF THE ECONOMIC DYNAMICS 

 
S.I.HAMIDOV 

 
SUMMARY 

 
The paper studies two-productive model of economic dynamics. The dependence of the 

volume of consumption on the labor force is investigated. As special cases, Cobb-Douglas 
function and constant elasticity of substitution (CES) function are considered as production 
functions. 
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