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В работе получены достаточные условия, которые обеспечивают позитив-

ность некоторых классов операторов порождённые с операторно-дифференциальными 
выражениями в частных производных. Эти условия выражены свойствами оператор-
ных коэффициентов данного дифференциального выражения.  

 
Ключевые слова. гильбертово пространство, операторно-дифференциальное 

выражение, регулярные точки, позитивный оператор. 
 
Пусть, Н сепарабельное гильбертово пространства, А-положитель-

но определённый самосопряжённый оператор в Н. Обозначим через 
𝐿2(ℝ2;𝐻) гильбертово пространство всех вектор функций 𝑓(𝑡, 𝑥) опре-
делённые почти всюду в ℝ2 = ℝ × ℝ,ℝ = (−∞,∞),  с нормой [1]: 

‖𝑓‖𝐿2(ℝ2;𝐻) = � �‖𝑓(𝑡, 𝑥)‖2

ℝ2

𝑑𝑡𝑑𝑥�

1/2

< ∞ 

Пусть 𝑛 = 2𝑚,𝑚 = 1,2, ….  . Через 𝐷(ℝ2;𝐻𝑛) обозначим мно-
жество бесконечно дифференциальных функций 𝑢(𝑡, 𝑥) со значениями в

)( n
n ADH = , имеющие компактные носители. В линейном множестве 

𝐷(ℝ2,𝐻𝑛) определим норму: 

‖𝑢‖𝑊2
𝑛(ℝ2;𝐻) = ��

𝜕𝑛𝑢
𝜕𝑡𝑛�

2

𝐿2(ℝ2;𝐻)
+ �

𝜕𝑛𝑢
𝜕𝑥𝑛�

2

𝐿2(ℝ2;𝐻)

+ ‖𝐴𝑛𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻)
2 �

1
2
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 Пространство 𝐷(ℝ2;𝐻𝑛) с нормой ‖𝑢‖𝑊2
𝑛(ℝ2;𝐻) является пред-

гильбертовым пространством, пополнение которого обозначим через 
𝑊2

𝑛(ℝ2;𝐻). 
 В пространстве 𝐿2(ℝ2;𝐻) определим следующими операторами 

                𝑃0𝑢 = 𝑃0 �
𝜕
𝜕𝑡 ,

𝜕
𝜕𝑥�𝑢

=
𝜕𝑛𝑢(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡𝑛

+
𝜕𝑛𝑢(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑥𝑛

+ 𝐴𝑛𝑢,                                  (1) 

причем 𝐷(𝑃0) = 𝑊2
𝑛(ℝ2;𝐻) ⊂ 𝐿2(ℝ2;𝐻), 

 𝑃1𝑢 = 𝑃1 �
𝜕
𝜕𝑡 ,

𝜕
𝜕𝑥�𝑢 = � 𝐴𝑘,𝑗

𝜕𝑘+𝑗𝑢(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡𝑘𝜕𝑥𝑗

𝑛

𝑘,𝑗=0
0≤𝑘+𝑗≤4

,   𝐷(𝑃1)

= 𝑊2
𝑛(ℝ2;𝐻)                 (2) 

и 
                         𝑃𝑢 = 𝑃0𝑢 + 𝑃1𝑢,   𝐷(𝑃) = 𝑊2

𝑛(ℝ2;𝐻)                     (3) 
В работе [2] доказано, что если операторы 𝐵𝑘,𝑗 = 𝐴𝑘,𝑗𝐴(𝑘+𝑗)−𝑛  

𝑘, 𝑗 = 0,𝑛  ограничены в Н, то оператор 𝑃1 определён корректно. 
имеют место следующие предложения.  

Лемма 1. Пусть 𝑢 ∈ 𝐷(𝐿0) = 𝑊2
𝑛(ℝ2;𝐻). Тогда при любом 

𝜆 ≤ 0 имеет место неравенство  
‖(𝑃0 − 𝜆𝐸)𝑢‖𝐿2(𝑅+;𝐻)

2 ≥ ‖𝑃0𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻)
2 + |𝜆|2‖𝑢‖𝑊2

𝑛(ℝ2;𝐻)
2  . 

Доказательство. Пусть  𝑢 ∈ 𝐷(𝐿0), 𝜆 ≤ 0. Тогда    
‖(𝑃0 − 𝜆𝐸)𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻)

2 = ‖𝑃0𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻)
2 + |𝜆|2‖𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻)

2 + 
                                           +2|𝜆|𝑅𝑒(𝑃0𝑢,𝑢)𝐿2(ℝ2;𝐻)                              (4) 

С другой стороны, из теоремы Планшареля следует, что  
𝑅𝑒(𝑃0𝑢,𝑢)𝐿2(ℝ2;𝐻) = 𝑅𝑒�(𝜉𝑛𝐸 + 𝜂𝑛𝐸 + 𝐴𝑛)𝑢� ,𝑢��𝐿2(ℝ2;𝐻) = 

= 𝑅𝑒(𝜉2𝑚𝐸 + 𝜂2𝑚𝐸 + 𝐴2𝑚𝑢� ,𝑢�)𝐿2(ℝ2;𝐻)

= ‖𝜉𝑚𝑢�‖𝐿2(ℝ2;𝐻)
2 + ‖𝜂𝑚𝑢�‖𝐿2(ℝ2;𝐻)

2 + 

+(𝐴𝑚𝑢� ,𝐴𝑚𝑢�)𝐿2(ℝ2;𝐻) ≥ 𝜇02𝑚(𝑢� ,𝑢�)𝐿2(ℝ2;𝐻) = 𝜇02𝑚‖𝑢‖𝐿2(ℝ;𝐻)
2  . 

Здесь 𝜇0 есть нижняя  грань спектра оператора А. 
Тогда из  равенства (4) следует, что  
‖(𝑃0 − 𝜆𝐸)𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻)

2

≥ ‖𝑃0𝑢‖𝐿2(𝑅+;𝐻)
2 + |𝜆|2‖𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻)

2 + 𝜇0𝑛‖𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻)
2  
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Следовательно  
‖(𝑃0 − 𝜆𝐸)𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻)

2 ≥ ‖𝑃0𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻)
2 + |𝜆|2‖𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻)

2  

Следствие 1. При любом 𝑢 ∈ 𝐷(𝐿0) и 𝜆 ≤ 0 верно неравенство 
                                 ‖𝑃0𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻) ≤ ‖(𝑃0 − 𝜆𝐸)𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻)               (5) 
и 

                                |𝜆|‖𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻) ≤ ‖(𝑃0 − 𝜆𝐸)𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻)             (6) 
Используя результаты работы [2] и неравенство (5) получаем 

Лемма 2. При любом  𝑢 ∈ 𝐷(𝐿0) имеют место неравенства  

  �𝐴𝑛−(𝑘+𝑗) 𝜕𝑘+𝑗𝑢(𝑡,𝑥)
𝜕𝑡𝑘𝜕𝑥𝑗

�
𝐿2(ℝ2;𝐻)

≤ 𝑐𝑘,𝑗‖(𝑃0 − 𝜆𝐸)𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻),    (7) 

где 

с0,0 = 1, с𝑘,0 = 𝑐𝑗,0 = 𝑐𝑘,𝑛 = 𝑐𝑗,𝑛 = 1; 𝑐𝑘,0 = �𝑘
𝑛
�
𝑘
𝑛 �𝑛−𝑘

𝑛
�
𝑛−𝑘
𝑛 ,𝑘 =

1,𝑛 − 1 ; 

𝑐0,𝑗 = �𝑗
𝑛
�
𝑗
𝑛 �𝑛−𝑗

𝑛
�
𝑛−𝑗
𝑛 , 𝑗 = 1,𝑛 − 1; 𝑐𝑘,𝑗 = �𝑘

𝑛
�
𝑘
𝑛 �𝑗

𝑛
�
𝑗
𝑛 , 𝑘 + 𝑗 =

𝑛,   𝑘 ≠ 0,𝑛; 𝑗 ≠ 0,𝑛;  

𝑐𝑘𝑗 = �𝑘
𝑛
�
𝑘
𝑛 �𝑗

𝑛
�
𝑗
𝑛 , 1 ≤ 𝑘 + 𝑗 ≤ 𝑛 − 1 . 

Определение 1. Оператор Р называется позитивным, если полуось  
(−∞; 0] ⊂ 𝜌(𝑃), где 𝜌(𝑃) есть множество регулярных точек оператора 
Р, причем 

‖(𝑃 − 𝜆𝐸)−1‖𝐿2(ℝ2;𝐻) ≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

1 + |𝜆| , 𝜆 ≤ 0  
В данной работе мы найдём некоторые условия на коэффициенты 

оператора Р, которые обеспечивают позитивность оператора Р. Отметим, 
что в работах [2-7] получены условия, когда 0 ∈ 𝜌(𝑃), при 𝑛 = 4,𝑛 =
2,и  𝑛 = 2𝑚,𝑚 = 1,2, … . 
Сперва докажем, что оператор 𝑃0 определённый равенством (1) пози-
тивен. 

Теорема 1. Оператор 𝑃0 позитивен. 
Доказательство. Рассмотрим уравнению  

 
𝜕𝑛𝑢(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡𝑛

+
𝜕𝑛𝑢(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑥𝑛

+ 𝐴𝑛𝑢(𝑡, 𝑥) − 𝜆𝑢(𝑡, 𝑥)
= 𝑓(𝑡, 𝑥)                          (8) 

где 𝑓(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(ℝ2;𝐻),𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷(𝐿0). Покажем, что при всех  
𝑓(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(ℝ2;𝐻) и 𝜆 ≤ 0 уравнение (8) имеет единственное реше-
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ние  𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷(𝐿0). Обозначим через 𝑓(𝜉, 𝜂) преобразование Фурье  
вектор-функции 𝑓(𝑡, 𝑥), т.е. 

𝑓(𝜉, 𝜂) =
1

2𝜋 �𝑓(𝑡, 𝑥)𝑒−𝑖(𝜉𝑡+𝜂𝑡)

ℝ2

𝑑𝑡𝑑𝑥 

Так как 𝜆 ≤ 0 и А-положительно-определённый самосопряжён-
ный оператор, то существует ограниченный оператор (𝜉𝑛𝐸 + 𝜂𝑛𝐸 +
𝐴𝑛 − 𝜆𝐸)−1. 
Тогда можем определить вектор-функции 

𝑢�(𝜉, 𝜂) = (𝜉𝑛𝐸 + 𝜂𝑛𝐸 + 𝐴𝑛 − 𝜆𝐸)−1𝑓(𝜉, 𝜂) 
Очевидно, что вектор-функция  

𝑢(𝑡, 𝑥) =
1

2𝜋 �𝑢�(𝜉, 𝜂)𝑒𝑖(𝜉𝑡+𝜂𝑥)

ℝ2

𝑑𝜉𝑑𝜂 = 

=
1

2𝜋 �(𝜉𝑛𝐸 + 𝜂𝑛𝐸 + 𝐴𝑛 − 𝜆𝐸)−1

ℝ2

𝑒𝑖(𝜉𝑡+𝜂𝑥)𝑑𝜉𝑑𝜂 

удовлетворяет уравнение (8) почти всюду в ℝ2. Покажем, что 𝑢 ∈
𝐷(𝑃0).  
По теореме Планшaреля получаем, что 

‖𝐴𝑛𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻)
2 = ‖𝐴𝑛𝑢�‖𝐿2(ℝ2;𝐻)

2 = 

= �𝐴𝑛(𝜉𝑛𝐸 + 𝜂𝑛𝐸 + 𝐴𝑛 − 𝜆𝐸)−1𝑓(𝜉, 𝜂)�𝐿2(ℝ2;𝐻)
2

≤ 

);(
221
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);(
221
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2
2

2

2
2

2

||),(ˆ||||)(||sup

||),(ˆ||||)(||sup

HRL
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−
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Так как при любом (𝜉, 𝜂) ∈ ℝ2 
‖𝐴𝑛(𝜉𝑛𝐸 + 𝜂𝑛𝐸 + 𝐴𝑛 − 𝜆𝐸)−1‖

= sup
𝜇∈𝜎(𝐴)

|𝜇𝑛(𝜉𝑛 + 𝜂𝑛 + 𝜇𝑛 − 𝜆)−1| = 

= sup𝜇∈𝜎(𝐴)|𝜇𝑛 ∙ (𝜉𝑛 + 𝜂𝑛 + 𝜇𝑛 + |𝜆|)−1| < 1,  
то 𝐴𝑛𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(ℝ2;𝐻). Аналогично доказывается, что  

𝜕𝑛𝑢
𝜕𝑡𝑛

∈ 𝐿2(ℝ2;𝐻), 𝜕𝑛𝑢
𝜕𝑥𝑛

∈ 𝐿2(ℝ2;𝐻).  
Следовательно 𝑢 ∈ 𝐷(𝑃0) = 𝑊2

𝑛(ℝ2;𝐻). Таким образом при 
любом 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(ℝ2;𝐻) существует единственное решение 
𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷(𝑃0), т.е. уравнение  



(𝑃0 − 𝜆𝐸)𝑢 = 𝑓                                                      (9) 
при всех 𝜆 ≤ 0, и 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(ℝ2;𝐻) имеет решение 𝑢 ∈ 𝐷(𝑃0). 
Тогда 

𝑢 = (𝑃0 − 𝜆𝐸)−1𝑓 . 
Используя неравенство (6) из следствия 1 имеем: 

|𝜆|‖𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻) ≤ ‖(𝑃0 − 𝜆𝐸)𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻) 
т.е. 

|𝜆|‖(𝑃0 − 𝜆𝐸)−1𝑓 ‖𝐿2(ℝ2;𝐻) ≤ ‖𝑓‖𝐿2(ℝ2;𝐻) 
т.е. 

‖(𝑃0 − 𝜆𝐸)−1 ‖ ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
1+|𝜆|

                                              (10) 
Теорема доказана. 
Теперь исследуем позитивность оператора Р. 
Имеет место  

Теорема 2. Пусть А положительно определённый самосопряжён-
ный оператор, операторы 𝐵𝑘,𝑗 = 𝐴𝑘,𝑗𝐴(𝑘+𝑗)−𝑛, 𝑗 = 0,𝑛, 𝑘 = 0,𝑛  ог-
раничены в H причем их нормы удовлетворяют условие 

𝑞 = � 𝑐𝑘𝑗�𝐵𝑘𝑗� < 1
𝑘,𝑗=0

0≤𝑘+𝑗≤𝑛

, �𝐵𝑘,𝑗 = 𝐴𝑘,𝑗𝐴(𝑘+𝑗)−𝑛� 

где числа с𝑘,𝑗  �𝑘, 𝑗 = 0,𝑛� определены из леммы 2. Тогда оператор Р 
является позитивным.  

Доказательство. Рассмотрим уравнение  

   𝑃 � 𝜕
𝜕𝑡

, 𝜕
𝜕𝑥
� 𝑢(𝑡, 𝑥) − 𝜆𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑡)                               (11) 

где 𝜆 ≤ 0,𝑓(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(ℝ2;𝐻),𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷(𝑃). 
Напишем уравнению (10) в операторном виде 

(𝑃0 − 𝜆𝐸)𝑢 + 𝑃1𝑢 = 𝑓,                                                  (12) 
где 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ2;𝐻), 𝑢 ∈ 𝑊2

𝑛(ℝ2;𝐻), 𝜆 ≤ 0 . 
Так как при 𝜆 ≤ 0 оператор 𝑃0 − 𝜆𝐸 обратим, то обознач, через  
(𝑃0 − 𝜆𝐸)𝑢 = 𝑣, где 𝑣 ∈ 𝐿2(ℝ2;𝐻).  Имеем:  

𝑢 = (𝑃0 − 𝜆𝐸)−1𝑣 
Учитывая это выражение в равенстве (11) имеем:  

𝑣 + 𝑃1(𝑃0 − 𝜆𝐸)−1𝑣 = 𝑓, 
где 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ2;𝐻), 𝑣 ∈ 𝐿2(ℝ2;𝐻). Теперь оценим норму 

‖𝑃1(𝑃0 − 𝜆𝐸)−1‖𝐿2(ℝ2;𝐻)→𝐿2(ℝ2;𝐻) 
Так как при любом 𝑣 ∈ 𝐿2(ℝ2;𝐻) 



‖𝑃1(𝑃0 − 𝜆𝐸)−1𝑣‖𝐿2(ℝ2;𝐻) ≤ � �𝐴𝑘,𝑗
𝜕𝑘+𝑗𝑢(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡𝑘𝜕𝑥𝑗 �

𝐿2(ℝ2;𝐻)

𝑛

𝑘,𝑗=0
0≤𝑘+𝑗≤4

≤ 

≤ � �𝐴𝑘,𝑗𝐴(𝑘+𝑗)−𝑛��𝐴𝑛−(𝑘+𝑗) 𝜕
𝑘+𝑗𝑢(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡𝑘𝜕𝑥𝑗 �

𝐿2(ℝ2;𝐻)

𝑛

𝑘,𝑗=0
0≤𝑘+𝑗≤n

 

Используя лемму 1 получаем, что 
‖𝑃1(𝑃0 − 𝜆𝐸)−1𝑣‖𝐿2(ℝ2;𝐻)

≤ � �𝐴𝑘,𝑗𝐴(𝑘+𝑗)−𝑛� ∙ 𝑐𝑘𝑗‖(𝑃0 − 𝜆𝐸)𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻)

𝑛

𝑘,𝑗=0
0≤𝑖+𝑗≤n

= 

= 𝑞 ∙ ‖(𝑃0 − 𝜆𝐸)𝑢‖𝐿2(ℝ2;𝐻) = 𝑞‖𝑣‖𝐿2(ℝ2;𝐻) 
Отсюда получаем, что ‖𝑃1(𝑃0 − 𝜆𝐸)−1‖𝐿2(ℝ2;𝐻)→𝐿2(ℝ2;𝐻) ≤ 𝑞 < 1. 
Тогда получаем, что 

𝑣 = (𝐸 + 𝑃1(𝑃0 − 𝜆𝐸)−1)−1𝑓 
Следовательно ‖𝑣‖𝐿2(ℝ2;𝐻) ≤

1
1−𝑞

‖𝑓‖𝐿2(ℝ2;𝐻) 

С другой стороны  𝑣 = (𝐸 + (𝑃0 − 𝜆𝐸)−1)−1𝑢,  так как 
𝑢 = (𝑃 − 𝜆𝐸)−1𝑓 = (𝑃0 − 𝜆𝐸)−1(𝐸 + 𝑃1(𝑃0 − 𝜆𝐸)−1)−1𝑓, 

то при 𝜆 ≤ 0   

‖(𝑃0 − 𝜆𝐸)−1𝑓‖ ≤ ‖(𝑃0 − 𝜆𝐸)−1‖ ∙
1

1 − 𝑞
‖𝑓‖𝐿2�ℝ+2 ;𝐻�

≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

1 + |𝜆| ‖𝑓‖𝐿2�ℝ+2 ;𝐻� 

Следовательно при 𝜆 ≤ 0 

‖(𝑃0 − 𝜆𝐸)−1‖ ≤
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

1 + |𝜆| 
Теорема доказана.  
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BİR POZİTİV OPERATOR HAQQINDA 

 
N.M.SÜLEYMANOV 

 
XÜLASƏ 

 
İşdə bir sinif xüsusi törəməli operator-diferensial ifadənin törətdiyi operatorun pozitiv 

olması haqqında kafi şərtlər tapılmışdır. Bu şərtlər verilən operator-diferensial ifadənin əmsal-
larının xassələri ilə ifadə olunur. 

 
Açar sözlər. Hilbert fəzası, operator-diferensial ifadə, requlyar nöqtələr, pozitiv ope-

rator. 
 

 
ON ONE  POSITIVE OPERATOR 

 
N.M.SULEYMANOV 

 
SUMMARY 

 
In this paper we obtain sufficient conditions that ensure the positivity of some classes of 

operators generated by systems of operator-differential expressions in partial derivatives.  The-
se conditions are expressed by the properties of the operator coefficients of this differential 
expression. 

 
Key words. Hilbert space, operator-differential expression, regulated points, positive 

operator. 
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