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Рассмотрена задача оптимального управления, описываемая системой нели-
нейных разностных уравнений Вольтерра. Доказаны аналоги принципа максимума Пон-
трягина и линеаризованного условия максимума. Выведен аналог уравнения Эйлера. Изу-
чен случай вырождения принципа максимума, линеаризованного условия максимума. 
Установлены необходимые условия оптимальности второго порядка.  
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1. Введение. Среди задач оптимального управления особое место 

занимают задачи управления, описываемые интегральными уравнениями 
Вольтерра, которые играют важную роль при моделировании многих ре-
альных процессов из механики сплошной среды, биомеханики, теории 
популяции и др. (см. напр. [1-9]). 

В работах [1-9] и др. изучены задачи оптимального управления, 
описываемыми интегральными уравнениями Вольтерра. Установлены не-
обходимые и в некоторых случаях достаточные условия оптимальности, 
доказаны теоремы существования оптимальных решений. 

В отличие от непрерывного случая, задачи управления, описывае-
мые разностными уравнениями Вольтерра, очень мало изучены. В этом 
направлении отметим работы [10, 11], в которых рассматриваются задачи 
оптимального управления процессами, описываемые разностным анало-
гом интегро-дифференциального уравнения типа Вольтерра.Изучены во-
просы связанные с управляемостью, а в случае квадратичного критерия 
качества установлены необходимые условия оптимальности первого по-
рядка. Предлагаемая работа посвящена постановке и исследованию одной 
задачи оптимального управления, системой нелинейных разностных 
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уравнений типа Вольтерра, представляющий собой разностный аналог 
задачи оптимального управления, описываемый системой нелинейных 
интегральных уравнений типа Вольтерра с нелинейным функционалом 
качества. 

Заметим, что исследованию задач оптимального управления опи-
сываемые разностным аналогом дифференциальных уравнений, начиная с 
работы [12] Л.И.Розоноэра,  посвящены много работ. Установлены раз-
личные необходимые условия оптимальности первого порядка (см. напр. 
[13-22]), изучены случаи их вырождения (особый случай). Исследованию 
случаев выраждения необходимых условий оптимальности первого по-
рядка в дискретных системах начата с работ Р.Габасова и Ф.М. Кирилло-
вой [21]. Ими  для исследования особых управлений и вывода необходи-
мых условий оптимальности второго порядка (случай открытой области 
управления) был предложен, так называемый, метод матричных импуль-
сов. В дальнейшем результаты работы  [21] были развиты  и обобщены в 
работах [22 -25] и др. Но метод матричных импульсов не применим для 
вывода необходимых условий оптимальности особых управлений в рас-
сматриваемой задаче. Поэтому, применяем дискретный аналог метода, 
предложенный нами в работах [26-29] и др. 

Сначала доказано необходимое условие оптимальности в форме 
дискретного принципа максимума Понтрягина. Затем рассмотрен случай 
вырождения дискретного условия максимума (особый случай). Далее до-
казан линеаризованный принцип максимума и выведен аналог уравнения 
Эйлера. Установлены необходимые условия оптимальности квазиособых 
управлений, доказаны необходимые условия оптимальности второго по-
рядка.  

2. Постановка задачи. Допустим, что управляемый дискретный 
процесс описывается системой нелинейных разностных уравнений. 

( ) ( ) ( )( )∑
=

=
t

t
u,x,,tftx

0τ
τττ ,    { }100 1 t,...,t,tTt +=∈ .                    (2.1) 

Здесь 0t , 1t  – заданные числа, причем разность 01 tt −  – есть нату-
ральное число, ( )u,x,,tf τ  – заданная n -мерная вектор-функция, непре-
рывная по совокупности переменных вместе с частными производными 
по x  до второго порядка включительно, ( )tu  – r -мерный вектор управ-
ляющих воздействий со значениями из заданного непустого и ограничен-
ного множества rRU ⊂ , т.е. 

( ) rRUtu ⊂∈ ,    Tt ∈ .                                      (2.2) 
Такие управляющие функции назовем допустимыми. 
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Предполагается, что каждому допустимому управлению ( )tu , Tt ∈  
соответствует единственное дискретное решение ( )tx , Tt ∈  уравнения 
(2.1). 

Существование, ограниченность, устойчивость и единственность 
решений разностных уравнений Вольтерра вида (2.1) при некоторых 
предположениях изучены в работах [30-38] и др. 

На решениях уравнения (2.1), порожденных всевозможными до-
пустимыми управлениями, определим терминальный функционал 

( ) ( )( )1txuS ϕ= .                                           (2.3) 
Здесь ( )xϕ  – заданная дважды непрерывно дифференцируемая 

скалярная функция. 
Задача заключается в минимизации терминального функционала 

(2.3) при ограничениях (2.1), (2.2) (задача (2.1)-(2.3)). 
Нашей целью является вывод необходимых условий оптимально-

сти в рассматриваемой задаче. 
3. Специальное приращение функционала качества. Пусть ( )tu  

фиксированное допустимое управление, а ( )tx  соответствующее ему ре-
шение уравнения (2.1). 

Предположим, что множество 
( )( ) ( )( ){ }Uv,v,x,,tf:RU,x,,tf n ∈=∈= ττααττ                 (3.1) 

выпукло при всех .,t τ   
 Выпуклость множества (3.1) означает, что если  

Tt,,V)(v,U)(u ∈∈∈ τττ  допустимые управления, то существует такое 
допустимое управление  )(T,U):(u 10 ≤≤∈∈ ετετ  что 

)).(u),;(x,,t(f)())(v),;(x,,t(f));(u),;(x,,t(f τεττετεττεετεττ −+= 1  
В силу этого существует допустимый процесс ( ) ( )( )εε ;tx,;tu  такой, что  

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ],u,;x,,tfv,;x,,tf

;u,;x,,tf;tx

t

t

t

t

∑

∑

=

=

−+≡

≡=

0

0

1
τ

τ

τεττετεττε

ετεττε
                (3.2) 

где [ ]10,∈ε  произвольное число, а ( ) Utv ∈ , Tt ∈  произвольное допусти-
мое управление. 

Из (3.2) ясно, что ( ) ( )tx;tx =0 . 
Из условий гладкости наложенные на правую часть системы (2.1) 

следует существование производных ( ) ( ) ./;tx,/;tx 22 εεεε ∂∂∂∂  
Пусть по определению 
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           ( ) ( )
0=∂

∂=
εε

ε;txtz ;        ( ) ( )
0

2

2

=∂
∂=

εε
ε;txty ;                  (3.3) 

      ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ττττττττττ u,x,,tfv,x,,tfu,x,,tfv −≡∆ . 
Используя  (3.2) доказывается, что ( )tz  и ( )ty  являются решения-

ми следующих задач соответственно: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]∑
=

∆+=
t

t
vx u,x,,tfzu,x,,tftz

0τ
τ τττττττ ,             (3.4) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[
( ) ( ) ( )( ) ( )].zu,x,,tfz

zu,x,,tfyu,x,,tfty

xx

t

t
xvx

τττττ

ττττττττ
τ

τ

′+

+∆+= ∑
= 0

2
     (3.5) 

Далее применяя формулу Тейлора специальное приращение функ-
ционала качества (2.3), соответствующее допустимым управлениям ( )tu  и 

( )ε;tu , записывается в виде 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )+
∂
′∂+

∂
′∂=++

+=−=−=∆

=

=

1
12

1
12

0
12

2

0
111

2
10

2
1 ty

x
txtz

x
tx;tx

d
d

;tx
d
dtx;txtuS;tuStuS

ϕεϕεεεϕ
ε

εϕ
ε

ϕεϕε

ε

ε
ε

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) .tz
x

txtz 2
12

1
2

1
2 0

2
1 εϕε +

∂
∂′+                      (3.6)  

Введем аналог функции Гамильтона-Понтрягина 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )tu,tx,t,tftxtu,tx,t,ft,tu,tx,tH x

t

t
11

1

ϕττψψ
τ

′−′= ∑
=

, 

где ( )tψ  n -мерная вектор-функция, являющаяся решением уравнения 
( ) ( ) ( ) ( )( )t,tu,tx,tHt x ψψ = .                                (3.7) 

 Уравнение (3.7) является линейным неоднородным разностным 
уравнением типа Вольтерра относительно ( )tψ . 

Из соотношений (3.4), (3.5) ясно, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ,u,x,,tft

zu,x,,tfttzt

t

tt

t

t
v

t

tt

t

t
x

t

tt

∑ ∑

∑ ∑∑

= =

= ==









∆′+

+







′=′

1

0 0

1

0 0

1

0

τ
τ

τ

τττψ

ττττψψ
                (3.8) 

Ayten
Машинописный текст
70

Ayten
Машинописный текст

Ayten
Машинописный текст

Ayten
Машинописный текст



( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[∑ ∑

∑

= =

=





+∆′+′=

=′

1

0 0

1

0

2
t

tt

t

t
xvx

t

tt

zu,x,,tftyu,x,,tft

tyt

τ
τ ττττψττττψ

ψ

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )]].zv,x,,tftz xx ττττψτ ′′+                           (3.9) 
Применяя тождество (7) из [34, стр. 43] доказывается  справедли-

вость соотношений  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ,tu,tx,t,ftzu,x,t,f

u,x,,tftzu,x,,tft

t

tt

t

t
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t
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t

t
x

t
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t

t
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t
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t

t
x
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
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
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
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

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0

1
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0 0
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0 0

ττ

τ
τ

τ

ττψττττψ

τττψττττψ
 (3.10) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )]] ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )].tztu,tx,t,ftztztu,tx,t,f

tytu,tx,t,fzu,x,,tftz

zu,x,,tftyu,x,,tft

xxxtv

t

tt

t

t
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t
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t

t
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ττψττψ

ττψττττψτ

ττττψττττψ

τ

τ
τ

′′+∆′+

+


 ′=′′+


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
+∆′+′

∑ ∑

∑ ∑
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= =

2
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1

0

1

1

0 0

  (3.11) 

Далее из (3.4), (3.5) ясно, что 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]∑
=

∆+=
1

0

111

t

tt
tvx tu,tx,t,tftztu,tx,t,tftz ,              (3.12) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[
( ) ( ) ( )( ) ( )].tztu,tx,t,tftz

tztu,tx,t,tftytu,tx,t,tfty

xx

t

tt
xtvx

1

111

1

0

2

′+

+∆+= ∑
=      (3.13) 

Принимая во внимание выражение функции Гамильтона-Понтря-
гина, сопряженную систему (3.7) и тождества (3.10)-(3.13) специальное 
приращение (3.6) функционала качества представляется в виде 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ).tzt,tu,tx,tH

tzt,tu,tx,tHtztztxtz

t,tu,tx,tHtuS

t

tt
xtv

t

tt
xxxx

t

tt
tv

2

111

2

02

2

1

0

1

0

1

0

εψ

ψφε

ψεε

+



′∆−





−′−′+

+∆−=∆

∑

∑

∑

=

=

=

           (3.14) 
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4. Необходимое условие оптимальности типа принципа макси-
мума Понтрягина и исследование особых, в смысле принципа мак-
симума Понтрягина, управлений. Разложение (3.14) позволяет полу-
чить необходимое условие оптимальности в форме дискретного условия 
максимума. 

Теорема 4.1. Если множество (3.1) выпуклое, то для оптимально-
сти допустимого управления ( )tu  в задаче (2.1)-(2.3) необходимо, чтобы 
неравенство 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0
1

0

≤∆∑
=

t

tt
tv t,tu,tx,tH ψ ,                               (4.1) 

выполнялось для всех ( ) Utv ∈ , Tt ∈ . 
Неравенство (4.1) представляет собой необходимое условие опти-

мальности первого порядка и является аналогом дискретного принципа 
максимума  [13, 15, 26 ,39 ] в задаче (2.1)-(2.3). 

Изучим случай вырождения условия максимума (4.1). 
Определение 4.1. Следуя, например [21,  22, 26, ] и др. допустимое 

управление ( )tu  назовем особым в смысле принципа максимума Понтря-
гина управлением, если для всех ( ) Utv ∈ , Tt ∈ , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0
1

0

=∆∑
=

t

tt
tv t,tu,tx,tH ψ .                            (4.2) 

Случай выполнения условия (4.2) назовем особым случаем. 
При выполнении соотношения (4.2), условие максимума теряет 

свое содержательное значение. Поэтому, надо иметь новое необходимое 
условие оптимальности. 

В особом случае, из разложения (3.14), в силу произвольности 
[ ]10,∈ε  следует 

Теорема 4.2. Если множество (3.1) выпукло, то для оптимальности 
особого, в смысле принципа максимума Понтрягина, управления ( )tu  в 
задаче (2.1)-(2.3) необходимо, чтобы неравенство 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 02
1

0

1

0

111

≥′∆−

−′−′

∑

∑

=

=

t

tt
xtv

t

tt
xxxx

tzt,tu,tx,tH

tzt,tu,tx,tHtztztxtz

ψ

ψϕ
         (4.3) 

выполнялось для всех ( ) Utv ∈ , Tt ∈ . 
Неравенство (4.3) является довольно общим, но вместе с тем неяв-

ным необходимым условием оптимальности особых, в смысле принципа 
максимума Понтрягина, управлений. Но, в ряде случаев удается получить 
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необходимые условия оптимальности, непосредственно выраженные че-
рез параметры задачи (2.1)-(2.3). 

Через ( )t,R τ  обозначим ( )nn×  матричную функцию, являющую-
ся решением разностного уравнения Вольтерра. 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )tu,tx,t,ftu,tx,t,sfs,Rt,R x
ts

x τττ
τ

−= ∑
=

,    τ≤≤ tt0 .    (4.4) 

Решение ( )t,R τ  уравнения (4.4) называется резольвентой уравне-
ния (3.4) (см. напр. [34]). 

Можно показать  [34], что матричная функция ( )t,R τ  является 
также решением уравнения 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )tu,tx,t,ft,sRsu,sx,s,ft,R x
ts

x τττ
τ

−= ∑
=

.           (4.5) 

Уравнения (4.4), (4.5) называются уравнениями резольвенты. Ре-
шение ( )tx  уравнения (3.4) допускает представление [34, 35] 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∑ ∑∑
= ==









∆−∆=

t

t ts
sv

t

t
v su,sx,s,f,tRu,x,,tftz

0 00 τ

τ

τ
τ τττττ . 

С учетом тождества (2) из [34, стр. 43] полученное   представление 
преобразуется к виду 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∑ ∑∑
= ==





 ∆−∆=

t

t

t

s
v

t

t
v u,x,,sfs,tRu,x,,tftz

00 τ τ
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Пусть 
( ) ( ) ( )u,x,g,tAu,x,,tf τττ = .                                 (4.7) 

Здесь ( )τ,tA  – заданная ( )nn×  матричная функция. 
Тогда представление (4.6) примет вид 
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Здесь по определению 

                              ( ) ( ) ( ) ( )∑
=

−=
t

s
,sAs,tR,tA,tQ

τ
τττ1 . 

Далее по схеме работ [26-29] получаем 
( ) ( )( ) ( ) =′ 111 tztxtz xxφ                               (4.8) 
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     (4.10) 

Положим 
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
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                        (4.11) 

Принимая во внимание обозначение (4.11) и тождества (4.8)-(4.10) 
из неравенства (4.3) получаем,что 
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  (4.12) 

Сформулируем полученный результат. 
Теорема 4.3. Если множество (3.1) выпукло, то для оптимальности 

особого, в смысле принципа максимума Понтрягина, управления ( )tu  в 
задаче (2.1)-(2.3), (4.7) необходимо, чтобы неравенство (4.12) выполня-
лось для всех ( ) Utv ∈ , Tt ∈ . 

Частным случаем теоремы 4.3 является следующее утверждение. 
Теорема 4.4. При выполнении условий теоремы 4.3 для оптималь-

ности особого, в смысле принципа максимума Понтрягина, управления 
( )tu  в задаче (2.1)-(2.4), (4.7) необходимо, чтобы неравенство 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) .u,x,g,Q,u,x,H

u,x,g,Ku,x,g

wxw

ww

02 1

1

≤∆′∆+
+∆′∆
θθθθθθψθθθ

θθθθθθθθ
        (4.13) 

выполнялось для всех T∈θ  и Uw∈ . 
Неравенство (4.13) есть аналог условия Габасова-Кирилловой из  
[ 20,21], доказанный методом матричных импульсов. 
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Заметим, что условие оптимальности (4.12) сохраняет свое содер-
жательное значение также при вырождении аналога условия Габасова-
Кирилловой (4.13). 

5. Линеаризованный принцип максимума и квазиособые 
управления. Предположим, что ( )u,x,,tf τ  − непрерывна по совокупно-
сти переменных вместе с частными производными по ( )u,x  до второго 
порядка включительно, а rRU ⊂  выпуклое множество. Пусть ( ) ( )( )tx,tu  − 
фиксированный допустимый процесс. 

В силу выпуклости области управления U  «возмущенное» управ-
ление ( )µ;tu  можно определить по формуле 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]tutvtu;tu −+= µµ ,   Tt ∈ .                               (5.1) 
Здесь [ ]10,∈µ  произвольное число, а ( ) Utv ∈ , Tt ∈  произвольное 

допустимое управление. 
Через ( )µ;tx  обозначим решение уравнения (2.1) соответствующее 

возмущенному управлению ( )µ;tu , определяемое формулой (5.1). 
Тогда ясно, что 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ]( ).uvu,;x,,tf

;u,;x,,tf;tx

t
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∑

∑

=

=

−+≡

≡=

0

0

τ

τ

ττµτµττ

µτµττµ
                      (5.2) 

Положим по определению 

   ( ) ( )
0=∂

∂=
µµ

µ;txty ;            ( ) ( )
0

2

2

=∂
∂=

µµ
µ;txtz .              (5.3) 

Используя (5.2) получаем, что ( )ty  и ( )tz  определяемые формула-
ми (5.3) являются, соответственно решениями уравнений 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]∑
=

−+=
t

t
ux uvu,x,,tfu,x,,tfty

0τ
ττττττττ ,    (5.4) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .yu,x,,tfyuvu,x,,tfuv

yu,x,,tfuvzu,x,,tftz

xxuu

t

t
uxx


′+−′−+


 +′−+= ∑

=

ττττττττττττ

ττττττττττ
τ 0

2
(5.5) 

Далее, используя формулу Тейлора, вычислим специальное прира-
щение критерия качества (2.3), соответствующее специальному прираще-
нию (5.1) управления ( )tu . 

В результате получим 
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       (5.6) 

Принимая во внимание сопряженную систему (3.7) и соотношения 
(5.4)-(5.5), по аналогии с параграфом 3, разложение (5.6) представляется в 
виде 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ).tutvt,tu,tx,tHtutv
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uu

ux
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ψ

+



−′−+

+′−+
          (5.7) 

Из разложения (5.7) сразу следует 
Теорема 5.1. Если множество U  выпукло, то для оптимальности 

допустимого управления ( )tu  в задаче (2.1)-(2.3) необходимо, чтобы не-
равенство 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0
1

0

≤−′∑
=

t

tt
u tutvt,tu,tx,tH ψ                             (5.8) 

выполнялось для всех ( ) Utv ∈ , Tt ∈ . 
Соотношение (5.8) представляет собой необходимое условие оп-

тимальности первого порядка в форме линеаризованного условия макси-
мума [13-15, 20-24]. 

Рассмотрим случай вырождения необходимого условия оптималь-
ности (5.8). 

Определение 5.1. Допустимое управление ( )tu  назовем квазиосо-
бым управлением в задаче (1.1)-(1.3), если для всех ( ) Utv ∈ , Tt ∈ , 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0
1

0

=−′∑
=

t

tt
u tutvt,tu,tx,tH ψ . 

Ясно, что для квазиособого управления линеаризованный принцип 
максимума выполняется тривиальным образом. Поэтому для проверки 
оптимальности квазиособых управлений надо иметь новые необходимые 
условия оптимальности. 

Из разложения (5.7) в силу произвольности [ ]10,∈µ  следует сле-
дующее неявное необходимое условие оптимальности квазиособых уп-
равлений. 
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Теорема 5.2. Для оптимальности квазиособого управления ( )tu  в 
задаче (2.1)-(2.3) необходимо, чтобы неравенство 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )∑
=


 ×′−−′−′

1

0

2111

t

tt
xxxx tutvtyt,tu,tx,tHtytytxty ψφ  (5.9) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0≥
−′−+× tutvt,tu,tx,tHtutvtyt,tu,tx,tH uuux ψψ  

выполнялось для всех ( ) Utv ∈ , Tt ∈ . 
 Неравенство (5.9) является неявным необходимым условием оп-

тимальности квазиособых управлений.  Опираясь на него, удается полу-
чить необходимые условия оптимальности носящие конструктивный ха-
рактер. 

Система уравнений (5.4) является линейной системой разностных 
уравнений типа Вольтерра. 

Используя результат работы [34], решение этого уравнения  пред-
ставляется в виде 
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где ( )t,R τ  есть решение уравнения (4.4).  
Полагая 
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s
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из (5.10) получим 
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Положим 
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Принимая во внимание  обозначение (5.12) при помощи  (5.11) не-
равенство (5.9) представляется в виде  
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    (5.13) 
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    ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) .tutvt,tu,tx,tHtutv
t

tt
uu 0

1

0

≤−′−+ ∑
=

ψ  

Сформулируем полученный результат. 
Теорема 5.3. При сделанных предположениях для оптимальности 

квазиособого управления ( )tu  в рассматриваемой задаче (2.1)-(2.3) необ-
ходимо, чтобы неравенство (5.13) выполнялось для всех ( ) rRtv ∈ , Tt ∈ . 

Заметим, что из теоремы 5.3 следует более легко проверяемые не-
обходимые условия оптимальности. 

Приведем одно из них. 
Теорема 5.4. При сделанных предположениях для оптимальности 

квазиособого управления ( )tu  необходимо, чтобы неравенство 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[
( ) ( ) ( )( )] ( )( ) 0

2 22

≤−+
++′−

θθψθθθ
θθθψθθθθθθ

uw,u,x,H
,Q,u,x,H,Kuw

uu

ux             (5.14) 

выполнялось для всех Uw∈ , T∈θ . 
Соотношение (5.14) является аналогом условия оптимальности Га-

басова-Кирилловой из [20, 21]. 
6. Необходимое условие оптимальности первого и второго по-

рядков в случае открытости области управления. Пусть в задаче (2.1)-
(2.3) вектор-функция ( )u,x,,tf τ  непрерывна по совокупности перемен-
ных вместе с частными производными по ( )u,x  до второго порядка вклю-
чительно, а U  – заданное непустое, ограниченное и открытое множество. 

Пусть ( ) ( )( )tx,tu  – фиксированный допустимый процесс. В силу 
открытости области управления U  существует «возмущенный» процесс 

( ) ( )( )εε ;tx,;tu  такой, что 
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τδετεττ
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                 (6.1) 

где ε  – произвольное достаточно малое по абсолютной величине число, а 
( ) rRtu ∈δ , Tt ∈  произвольная r -мерная ограниченная вектор-функция 

(допустимая вариация управления ( )tu ). 
 Положим 

   ( ) ( )
0=∂

∂=
εε

ε;txty ;            ( ) ( )
0

2

2

=∂
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εε
ε;txtz .                    (6.2) 
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Используя (6.1) получаем, что вектор-функции ( )ty  и ( )tz  опреде-
ленные формулами (6.2) являются соответственно решениями следующих 
уравнений: 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .u
u

u,x,,tfux
xu

u,x,,tfu

y
x

u,x,,tfyz
x

u,x,,tftz
t

t





∂

∂′+
∂∂

∂′+





+

∂
∂′+

∂
∂= ∑

=

τδττττδτδττττδ

τττττττττ
τ

2

22

2

2

2

0     (6.4) 

Уравнение (6.3) является аналогом уравнения в вариациях  [21, 22, 
26, 27, 40], а уравнение (6.4) назовем уравнением в вариациях второго по-
рядка. 

Используя формулу Тейлора и учитывая (6.2) специальное прира-
щение критерия качества (2.3) записывается в виде 
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    (6.5)  

Учитывая, что ( )tψ  является решением сопряженного уравнения 
(3.7), специальное приращение (6.5) функционала качества (2.1)  пред-
ставляется в виде 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )+′−=∆ ∑
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u tut,tu,tx,tHtuS δψεε                    (6.6) 
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Известно  [40-43], что в случае открытости области управления для 
оптимальности допустимого управления ( )tu  в задаче о минимуме функ-
ционала необходимо, чтобы первая вариация ( )( )u:uS δδ 1  минимизируе-
мого функционала равнялась нулю, а вторая ( )( )u:uS δδ 2   была неотрица-
тельной. 

Поэтому из разложения (6.6) следует, что вдоль оптимального в 
задаче (2.1)-(2.3) процесса ( ) ( )( )tx,tu  соотношения 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0
1

0

1 =′−= ∑
=

t

tt
u tut,tu,tx,tHu;uS δψδδ ,                 (6.7) 
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выполняются для всех ( ) rRtu ∈δ , Tt ∈ . 
Соотношения (6.7), (6.8) являются неявными необходимыми усло-

виями оптимальности первого и второго порядка соответственно. Ис-
пользуя их перейдем к получению необходимых условий оптимальности, 
непосредственно выраженные через параметры задачи (2.1)-(2.3). 

Из (6.13) в силу произвольности допустимой вариации ( ) rRtu ∈δ , 
Tt ∈  следует, что  

( ) ( ) ( )( ) 0=θψθθθ ,u,x,Hu .                                   (6.9) 
Теорема 6.1. Для оптимальности допустимого управления ( )tu  

необходимо, чтобы соотношение (6.9) выполнялось для всех T∈θ . 
Соотношение (6.9) есть аналог уравнения Эйлера, и является необ-

ходимым условием оптимальности первого порядка. 
Определение 6.1. Каждое допустимое управление, удовлетворяю-

щее уравнению Эйлера, назовем классической экстремалью. 
Ясно, что оптимальное управление находится среди классических 

экстремалей. Но не каждая классическая экстремаль является оптималь-
ной. Поэтому надо иметь новые необходимые условия оптимальности 
(необходимые условия оптимальности второго порядка), позволяющие 
существенно сузить множество классических экстремалей подозритель-
ных на оптимальность. 

Уравнение (6.3) является линейным неоднородным разностным 
уравнением типа Вольтерра относительно ( )ty . 

Используя формулу о представлении решений подобных уравне-
ний [34] имеем 
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где ( )t,R τ  – решение уравнения (4.4). 
С учетом (5.11) представление (6.10) записывается в виде 
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При помощи представления (6.11) получаем, что 
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Наконец по аналогии с [26-29] имеем 
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 Принимая во внимания тождества (6.12)-(6.14) в  (6.8) получаем, 
что вдоль оптимального процесса ( ) ( )( )tx,tu  
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Сформулируем полученный результат. 
Теоремы 6.2. Для оптимальности классической экстремали ( )tu  в 

рассматриваемой задаче необходимо, чтобы неравенство (6.15) выполня-
лось для всех ( ) rRtu ∈δ , Tt ∈ . 

Замечания 6.1.  Предположим, что в задаче (2.1)-(2.4) правая часть 
системы уравнений и критерий качества линейны по x , то есть рассмот-
рим  задачу о минимуме функционала 

( ) ( )1txcuS ′= , 
( ) rRUtu ⊂∈ ,    Tt ∈ , 

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]∑
=

+=
t

t
u,,tgx,tAtx

0τ
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Здесь c  – заданный постоянный вектор, ( )τ,tA  – заданная ( )nn×  
дискретная матричная функция, ( )u,,tg τ  – заданная n -мерная непрерыв-
ная функция по совокупности переменных, а остальные данные задачи 
аналогичны данным задачи (2.1)-(2.3). 

Нетрудно заметить, что в случае этой задачи принцип максимума 
Понтрягина является не только необходимым но и достаточным условиям 
оптимальности. При этом выпуклость множества 

{ }Uv),v,,t(g:)U,,t(g ∈== ταατ  
не требуется. 
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Заключение. В статье рассматривается задача оптимального 

управления, описываемая системой нелинейных разностных уравнений 
типа Вольтерра. При различных предположениях на данные задачи дока-
зан аналог дискретного принципа максимума Понтрягина, выведен аналог 
линеаризованного условия максимума, установлен аналог уравнения Эй-
лера. Исследован случаи вырождения (т.е. тривиального выполнения) 
принципа максимума Понтрягина и линеаризованного условия максиму-
ма. В случае открытости области управления выведены различные необ-
ходимые условия оптимальности второго порядка. 
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VOLTERRA TİPLİ FƏRQ TƏNLİKLƏRİ İLƏ TƏSVİR OLUNAN PROSESLƏRDƏ 
BİR İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİ HAQQINDA 

 
K.B.MƏNSİMOV, M.Ü.ÇIRAXOVA 

 
XÜLASƏ 

 
Məqalədə Volterra tipli fərq tənliklər sistemi ilə təsvir olunan bir optimal idarəetmə 

məsələsinə baxılır. Əvvəlcə optimallıq üçün birinci tərtib zəruri şərtlər (diskret maksimum 
prinsipi, xəttiləşdirilmiş maksimum şərti, Eyler tənliyinin analoqu) alınmış, sonra isə diskret 
maksimum və xəttiləşdirilmiş maksimum şərtlərinin cırlaşdığı hallar tədqiq edilmişdir. İdarə 
oblastı açıq olan halda optimallıq üçün ikinci tərtib zəruri şərt çıxarılmışdır. 

 
Açar sözlər: Volterra fərq tənlikləri, optimallıq üçün zəruri şərt, diskret maksimum 

prinsipi,  Eyler tənliyinin analoqu , məxsusi idarələr. 
  
 

ON ONE OPTIMAL CONTROL PROBLEM FOR PROCESSES DESCRIBED  
BY VOLTERRA TYPE DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 
K.B.MANSIMOV, M.U.CHIRAGOVA 

 
 

SUMMARY 
 

 
The problem of optimal control described by the system of Volterra type nonlinear 

differential equations is considered. Analogues of the Pontryagin maximum principle and the 
linearized maximum condition are proved. An analogue of the Euler equation is derived. The 
case of degeneration of the maximum principle and the linearized maximum conditions is 
studied. Necessary conditions of optimality of the second order are established. 

 
Key words: Volterra differential equation, necessary optimality condition, discrete 

maximum principle. 
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