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Toqdim olunan isds nazik I6vhonin rogslorvi tonliyi iiciin kvadratik meyarli optimal
idaraetma moasalasino baxilmisdir. Ovvalca baxilan masalada hor bir geyd olunmus miimkiin
idaraedici iiciin sorhod masalosinin  hallinin varligt vo yeganaliyi oyronilmis, optimal
idaraedicinin varliq teoremi isbat edilmis va optimalliq iiciin inteqral barabarsizlik saklindo
zoruri va kafi sort ¢ixarilmisdir.

Acar sozlar: nazik 16vho, optimal idaroetmo, optimalliq sorti.

Molumdur ki, praktikada bir sira real proseslor dordtortibli xiisusi toro-
moli diferensial tonliklorls tosvir olunur. Bunlardan ¢ubugun, kamertonun, tig-
layli 16vhalorin, elastiki 16vholorin, nazik 16vhoalorin vo s. rogslori tonliklorini
misal gostormok olar [1], [2], [3]. Ona goro do belo tonliklorlo tosvir olunan
proseslords optimal idarsetmo masalslorinin dyronilmasi mithiim ohamiyyat
kosb edir. Qeyd edok ki, son dovrlordo belo proseslor iiglin optimal idaroetmo
maosalolori intensiv tadqiq edilir [4]-[8].

Xiisusi toromali tonliklor ti¢lin, xiisusi halda, nazik l6vhonin ragslori ton-
liyi ticlin tors masalalorin tadqiqi do boyiik nozari vo praktik shomiyyat kasb
edir. Tors mosalalori holl etmak iigiin yanagmalardan biri optimallagdirma tisu-
ludur [9]. Bu iisulun mahiyysti ondan ibarotdir ki, tors mosalo optimal idars-
etmo masoalasing gatirilir vo yeni mosalo optimal idaroetma nozoriyyasinin lisul-
lar1 ils toadqiq olunur.

Mosalonin qoyulusu. (U(x,y,t),v(t))e W,”' (Q)xL,(0,T) funksiyalar
clitiinii agsagidaki1 miinasibatlordon toyin edok:

pgt—?w(DAu) —a(k y)o(). (xy.0e Q. (1)
WX, Y.0) = 9y (X, Y) W= a(%Y). (LY)eQ, @)



00,9, =050 g, ux0. =0, MEED _g, 0<x<a 0st<T,
X y
3)
u@,y,t) = Q@zom(x,b,t) = O,M: 0,0<y<h, 0<t<T,
JK Oy, bu(x, y, Hdxdy = g(b), (4)
Q
burada Q=Qx(0,T), Q=(0,a)x(0,b), a, b, T>0 misbot ododlor,
3
u(x,y,t)-lévhanin yerdoyismasi, D = %-lévhenin oyilms mdhkamliyi,
-V

h(x,y) -16vhonin qalmhigidir, 0 < g, <h(X,y) < u,, 4,, M,-verilmis ododlor-
dir vo h(x,y)-in Q-da iki tortiba qodor kosilmoz téromalori var, E (E >0)-

Yunq modulu, v (0<V <%J-Puasson omsalidir, A-Laplas operatorudur,

p(X,y)- ldvhonin (x,y) noqtosinde sixligidir, o, Q-da kesilmozdir vo
p(X,y)=y>0, y-verilmis ododdir, a(x,y)e L,(Q), ¢,eW,(Q),
9 €L, (Q), K(x,y,t)e L_(Q), 9(t)e L,(0,T)-verilmis funksiyalardir.

Qeyd edok ki, goyulan masalo tors mosaladir.
Bu mosoloni asagidaki optimal idaroetmo mosolosina gatirak: U,, cL,(0,T)-

dan els funksiya tapmali ki, o, (1)-(3) masalasinin halli ils birlikdo

J,(v) = % | [j Kudxdy — g(t)] dt (5)

funksionalina minimum qiymat verisn, burada U, -qapali, gabariq ¢oxluqdur.

v(t) funksiyasin1 miimkiin idarsedici adlandiraq, u = u(Xx, y,t;v) ilo v(t)
idarsedicisine uygun (1)-(3) masalasinin iimumilasmis hollini isars edok.

Tors mosalo ilo optimal idaroetmo masalasi arasinda six olaqe var. Belo
ki, agar (5) funksionalinin minimum qiymati sifira barabardirss, onda (4) slave
sorti 6donilir.

Hor bir v(t) miimkiin idaroedicisino uygun (1)-(3) mosalosinin halli de-

dikdo elo u(x, y,t)ve’l(Q) funksiyas1 basa diisiilir ki, o ixtiyari
n(x,y,teW,” (Q),
720.y.6)= 0,910 _o s 0.y =0,970.0 _ o
X ay

n@y. =022V _ o bty =0, 220D
X y

funksiyas1 ti¢lin



j[—p?;g’f+DAuAn+}dxdydt—jp<ol<x,y)n(x,y,O)dxdy=Ja(x,y)v(t)n(x,y,t)dxdydt (©6)
Q Q Q

integral eyniliyini vo u(x,y,0)=¢,(X,y) sortini 6dosin. Burada W>'(Q) ilo

W,*'(Q)-don olan vo t=T -do sifra borabor olan funksiyalar sinfi isaro

olunmusdur.
(1)-(3), (5) masalasini agsagidaki sakilds requlyarlasdiraq:

OKT 2
Ja(v)=J0(0)+5‘0[v (tdt, (7)

funksionalinin (1)-(3) maosalosinin holli ilo birlikdo minimumunu tapmali,
burada o >0 verilmis miisbot odaddir.

(1)-(3) masalasinin hallinin varhg: va yeganoaliyi

Teorem 1. Hor bir geyd olunmus v(t) miimkiin idaraedcisi ti¢lin (1)-(3)
mosalosinin W, (Q) fozasinda yegano hall var.

Isbati. Hollin varligim gostormok ii¢iin Faedo-Qalyorkin iisulunu totbiq
edok.

W, (Q) ilo W, (Q)-nin elo alt fozast isars edilir ki, homin alt fozada six
coxluq olaraq €Q-da iki dofs kesilmoz diferensiallanan, 6zli vo X,Yy-o goro

birinci tortib toromolori € -nin sorhadinde sifra ¢evrilon biitiin funksiyalar
gotiirtiliirsiin.

W, (Q)-don olan {a)i (X, y)}:; bazis funksiyalar1 gotlirok vo (1)-(3)
masalasinin taqribi hallini
N
u § (Xa yat) = zCiN (t)a)l (Xs y)
i-1

soklindo asagidaki boraborliklordon axtaraq:
2, N

Jp%wj(x, y)dxdy+jDAuNAa)j (X, y)dxdy = '[a(x, yultho;(x,y)dxdy, 1<j<N, (8)
Q Q Q

:lBiNa

burada &' vo B", @,(X,y) vo ¢,(X,y) funksiyalarmi N — e oldugda uygun

¢ (0)=a’, %c ®)

t=0

olaraq W,’ () va L, (Q) -do aproksimasiya edon

o0 (V) =Y o o (% y), o (x.y) = Blao(xy)

i=1 i=1
comlorin omsallaridir.



(8) barabarliyinin har iki torafini %CJN (t)-yo vurub, j goro I-don N -o

qador comlasak, alariq:
J' azu N a N
P
20 ot ot

Buradan alinir ki,

1d » ou™
I ot

2dt

J +D(Au" ) }dxdy = Ja(x, y)v(t)a;tN

ou™
t
()at

Bu boraborliyi t-yo gors inteqrallasaq verilonlor tizorino qoyulmus sortlor

daxilinds asagidaki miinasibati alariq:

Q

f[(%) +(au )]dxdy<0ﬂ|allum+llv

Lz(Q)]+
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oxay ady

vie [0,T],
burada vo bundan sonra C ilo giymatlondirilon komiyyatlordon vo miimkiin
idaraedicilordon asili olmayan miixtoalif sabitlori isare edocoyik.

W, (Q) fozasindaki normalarin ekvivalentliyino gora
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barabarsizliyine gors alariq:
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t N NV N 2, N\ 2N Y 2, N Y
+C” (u”)2+ o + ou + o + J u2 + Ju + d u2 dxdydt .
00 ox ay ot ox oxay ay
Bu borabarsizliys Qronuoll lemmasini totbiq etsok,
N\ N ) N ) 2, N Y 2, N Y 2, N Y
J(u”)2+ au +au +au +8u2 +8u +8u2 dxdy <
2 ox ay ot ox oxdy dy
2 2 2
= Cma L, (Q) L,(0.T) +||¢0 W2 (Q) +||¢1 J’ Vte [O’T] )

vo ya t-yo goro inteqrallamaqla

e (Y (MY ('Y (onuMY (oMY (oMY
| ) + + + o |+ + | [dxdy <
2 ox ay ot ox dxdy ay (10)

2 2 2
< Cma L,(Q) +||U||L2(O,T) +||(/’0 W (Q) +||¢1
qiymatlondirmasini alariq.
(10) giymatlondirmesindon alinir ki, {UN} ardicilligt W,>' (Q)-do moh-

+|v

2
L, (Q)

ol
L (Q)

duddur. Ona gore do {uN }-dan elo alt ardicilliq ayirmaq olar ki, (hamin ardi-
cilligr da {u N } kimi igaro edacayik), N — o olduqda
ou™ ou ou" ou oau“ au
T A e S i d
ot ot~ ox ox oy ay
o’u™  9’u o’u™ 9%u 9%uM Q%
2 - 2 - 2 2 - 2
oX oX”  oxdy  oxdy oy ay
Onda kompaktliq teoremino goro [10, soh.83-84], N — < olduqda
N N
T U T M Q) -do giicli
oX ox ay oy
Hilbert fozasinda norma asagidan zoif yarimkosilmoz oldugundan (10)-
dan alinir ki, u(x,y,t) limit funksiyasi tiglin

W2(Q) < Cma L, (Q) + ”1) L,(0,T) +||¢0
qiymatlondirmasi dogrudur.
(8)-nin her torofini d,(t)e W, [0;T]d,(T)=0 funksiyasina vurub, |-o

gora comloyib vo t-yo goro 0-dan T -ya godor inteqrallasaq, sol torofdo birinci
hadds hisso-hissa inteqrallama diisturunu totbiq etsak, alariq:

au" 9
| {‘phﬁa_?+ DAu“An}dxdydt— [ ol 0y y.0)ddy = [a(x yyolth(e y,toxdyt, (12)
Q Q Q

u® >u,

L,(Q)-do zoif.

u" >u,

Lz(Q)J (11)

W, (Q) + ”¢1

u

N
burada 77(x, y,t) funksiyasi Zd, (D, (X, y) sokilli ixtiyari funksiyadir.

1=1



Belo n(x,y,t) funksiyalar kiilliisiinii M, ilo isaro edok. (12)-do 77-n1 her
hanst M - ¢oxlugunda qeyd etmokls yuxarida secilmis alt ardicilliq tGizro limits

kegmok olar. Bu V7(x,y,t)e M olduqda u(X,y,t) limit funksiyasi ti¢iin (6)

eyniliyino gotirir. Lakin 'EOJ;MN coxlugu W2'(Q) fozasinda sixdir [11,
soh.169] vo u(x,y,t)e W, (Q), demali (6) eyniliyi u(x,y,t) funksiyasi iigiin
n(x,y,t)e W' (Q) oldugda 6donir.

Sonuncu barabaorlikdo N — e sortindo limito kegsok, Vn(x, y,t)e\/\Alzl’0 Q)
funksiyas1 ti¢lin

J[— pg—l:%—? - DAuAn]dxdydt ~ [ (%, yyn(x, y.0)dxdy = [a(x, yyolt)r(x, y, tidxdydt
Q Q Q

inteqral eyniliyi 8donar. Belalikla, aliriq ki, u(x,y,t)e W,>' (Q) funksiyasi (1)-
(3) mosaloasinin iimumilosmis hollidir.

Hollin yeganoliyini standart tisulla gostormok olar, yoni hor bir miimkiin
idarsediciys uygun (1)-(3) mosolosinin iki U,, U, hollinin oldugunu forz et-
soydik, onlarin forqi olan U =u, —u, lg¢iin (9)-a analoji olaraq

2 2 2 P 2 P 2 ) 2
J (u)2+(8_uj NE +[a—u) + alj A9y a—lj dxdy <0,
2 oX oy ot oX oxay oy
vie[0,T]
qiymatlondirmosini alardiq. Buradan iso U =u, —u, =0 oldugu alinir, yoni
u,=u,.
Optimal idarsedicinin varhgi va yeganaliyi
Teorem 2. (1)-(4) mosalosinin verilonlori iizorino yuxarida qoyulan
sortlor daxilinde homin masslads yegano optimal idarosedici var.
Isbati. (1)-(3) xotti masalo oldugundan ixtiyari v,(t), v,(t) vo AeR
uclin

u((x, y,t; Ao, + (1= )v,) = Au(x, y,t;0,) + (1 - Hu(x, y,t;v,)
miinasibati dogrudur. (5) funksionali kvadratik oldugundan o, v-ys goro
gabariq funksionaldir. Onda (7) funksionali v-yo goro ciddi gabariq funk-
sionaldir. Ona goro [12, soh.13]-dok1 malum teorema asason (7) funksionalina
U, qapali, gabariq ¢oxlugunda (1)-(3) sorti daxilindo minimum veran yegano
optimal idaroedici var.

Funksionalin diferensiallanmasi va optimalligin zaruri sarti
Verilmis miimkiin v(t) idaroedicisi iigiin asagidaki qogsma mosaloni daxil
edak:
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2

P aatz” +A(DAY) =—K(X, y,t)j[Kudxdy— g, (x,y,H)eQ, (13

vx(o,y,o:o,ww,w(x,o,t):o,wzo, 0<x<a 0<t<T,
X y

(14)
p@,y.t) = 0,M=O,v/(x,b,t) - O,M= 0, 0<y<h, 0<t<T,
ox ay
pxyTy=0, WEYD o yyeq. (15)

ot
(1)-(3) masalasinds oldugu kimi gostormok olar ki, (13)-(15) gosma mo-

solosinin do W,>' (Q) -don olan yeganos {imumilosmis holli var vo bu hall iigiin

”W wA(Q) = CMU L, (Q) +||g Lz(O,T)J (16)
qiymatlondirmasi dogrudur.

Funksionalin diferensiallanan olmasint gostormok {ciin ixtiyari iki
v(t)eU, va v(t)+ov(t)e U,, mimkin idarsedicisini gotiirok. Bu idare-

edicilora uygun (1)-(3) masalasinin hallorini u(x, y,t;v) vo u(x,y,t;v+dv) ilo
isara edok. Onda du(x,y,t) =u(X,y,t;v+dov)—u(Xx,y,t;v) funksiyasi

2

T 1 ADAW@) =a(x YD) (% 1.DE Q. (17)

(0, y,t):O,W:O,&J(X,O,t):a%};m))zo, 0<x<a, 0<t<T,
(18)

Sua,y.0)= 0, 2 H@YD) o gy 20 BB ooy e p<ter,

ox dy
a0 y.0) =0, LHEID o yye 0 (19)
sarhod moasalasinin holli olar.
IT hissads oldugu kimi (17)-(19) masalasinin halli iigiin

”&J W' (Q) = C”&) L, (0,T) (20)

qiymatlondirmasini almaq olar.
J (V) funksionalinin artimini hesablayaq:

AN,v)=J,v+)-J,0)=

i[gle(u +5u)dxdy—g(t)] dt—;l[iKudxdy—g(t)J dt+§j;[(v+§v)2 _vht= 2D

N | —

T

T 2 T T
= jl(J Kudxdy — g(t)l[ K&dedy}dt + ;j[j Ké‘udxdyJ dt + ajv&vdt + % j (Sv)*dt,
Q 0\Q 0 0

0
burada

11



T 2 T
R=—]| [Keudxdy | dt+< [(5v)ct
2 o\Q 2 0
ila qaliq hadd isars etsak,
T T
AJ(v) = I(J Kudxdy — g(t) l[ K dudxdydt + a_[ voudt + R
0o\ Q 0

alariq.
(20) giymatlondirmasini vo K(X,y,t)e L_(Q) oldugunu nazors alsaq,

R < Clov]] (22)

L,(0,T)

olar.
ou  funksiyast (17)-(19) sorhod mosolosinin  imumilogmis  halli

oldugundan ixtiyari 77(X, y,t)e W,”'(Q), n(x,y,T) =0,
n(0,y,t)= OM =0,7(x,0,t) = OM =0,

ox dy
1@y =022V o bty =0, 2D
oX dy

funksiyas1 ti¢lin

.[[— p%%—?+ DA(é‘u)An]dxdydt — Ja(x, y)ov(t)n(x,y,t)dxdydt =0 (23)
Q Q

inteqral eyniliyi dogrudur.
v (X, y,t) funksiyast (13)-(15) qosma masoalesinin limumilogmis holli

oldugundan ixtiyari y(X,y,t)e W,”'(Q), x(X,y,0)=0,
x(0,y,t) = OM =0, 7(x,0,t) = OM =0,
ox ay

2@y, =0, 2@V o i1y =0, ZEDD
oX ay
funksiyasi ticiin

j[— pa_y/a_;g + DA y/A;(]dxdydt + J K(x,y,t) j Kudxdy — g(t) |ydxdydt=0 (24)
5 ot ot 5 5
inteqral eyniliyi dogrudur.

(23)-do n=w, (22)-do y=0du gotiriib onlart torof-torofo ¢ixsagq,
asagidaki miinasiboti alariq:

_[ K(X, y,t)(j Kudxdy — g(t))ﬁidxdydt = —_[ a(x, y)ov(t)w(x,y,t)dxdydt  (25)
Q Q Q

(25) boraborliyini funksionalin (21) artim diisturunda nozors alsaq,
funksionalin artimi

12



Al (v)= j[— Ja0x, yyw(x,y,tydxdy + m)(t)]av(t)dt +R (26)

soklino diisor.
(22) qiymatlondirmasini nozors alsaq funksionalin artiminin (26) diistu-

rundan ¢ixir ki, baxilan massalodos (7) funksionalinin diferensiali
T

(3"(),60) = j[— Ja0x, yyw(x,y,tydxdy + av(t)]év(t)dt (27)
diisturu ilo hesab({amr,

J(v)=- j a(x, Y)w(x, y,tydxdy + ao(t)

iso funksionalin qradiyentidir, yoni (7) funksionali L,(0,T)-do diferensial-
lanandr.

Indi gostarak ki, (7) funksional1 kasilmaz diferensiallanandir.

(16) va (11)-don
”l// W2(Q) < Cma L, (Q) + ”l)
qiymatlondirmasini alariq.

Indi géstorok ki, v — J’(v) inikasi L, (0,T)-do kesilmozdir.

(13)-(15) gosma masalosinin v(t) vo wv(t)+ ov(t)-yo uygun hollorini
w(X,Y,t0) vo w(xY,tu+dv) kimi isara edok. dw (X, y,t) =y (X, Y,t;0+0v)-w(X,Y,t;0)
olsun. Onda (16)-5 uygun olaraq dy liglin

”51// W (Q) < C”aJ L(Q)
giymatlondirmasi dogrudur. Ogor burada (20) giymoatlondirmasini nozors alsaq,

L,(0,T) J

L,(0,T) +||¢0 W7 (Q) +||¢1 L, (Q) +||g

”51/1 w(Q) s C”&) L,(0,T) (28)
olar.
Onda (27) vo (28)-don alinir ki,
J(v+6v)-J'(v)| < CM&// Lot |l6v Lon JS C|ov Lom-
Buradan almnir ki, ||0v) Lon =0 olduqda |J'(v+ dv)—J '(v)||L2 on 0

Beloliklo, gostordik ki, J,(v) funksionali L,(0,T)-do Frese monada
kosilmoz diferensiallanandir.
Onda [13, soh. 28]-doki molum teoremo goro wv,(t) idarsedicisinin

baxilan masolado optimal idarasedici olmast tiglin zoruri sort
T

J-|:_ J.a(xa y)Wx (Xa yst)dXdy +av, (t)}(v(t) -V, (t))dt 20 s VveU ad (29)
0 Q
boraborsizliyinin 6donmaosidir.

13



(7) funksionali U, -do ciddi qabariq oldugundan (29) sorti wv,(t)

idarsedicisinin optimallig1 liclin ham ds kafi sortdir.

Beloliklo, asagidaki teoremi isbat etmis olurugq:

Teorem 3. Mosalonin verilonlori {izerino yuxarida qoyulmus sortlor
daxilindo v, (t) idarsedicisinin (1)-(3), (7) maosalosindo optimal idarsedici
olmast ii¢iin zoruri vo kafi sort (29) barabarsizliyinin 6donmasidir.

Misal. Tutaq ki, (1)-(3), (7) masalasinin verilonlori asagidaki sortlori
odoyir:

a=1, g(t):ét, K =100t, T =1, Q= (0,1)x(0,]),

a(x,y)=24(y* =2y° + y?) +8(6x* —6x+1)(6y* =6y +1)+24(x* —2x° +x?),
Miimkiin idaroedicilor sinfi olaraq
U = {0 o e L,0,1), 1< ot) <2, [0,1]-do s.huy. }

gotiirak.
Onda funksional
1 L[L 1 2 17
J,(v) = —I[J' 100t(x* —2x> + x*)(y* =2y’ + y*)dxdy — —t | dt +—Ivz(t)dt
25009 ? 23
soklindo olur.
Baxilan misalda v, (t) =1 idarsedicisino uygun (1)-(4) masolonin hoalli

u. (% y,t) =(x* =2x° +x*)(y* =2y’ +y?)
Vo

KOy, bu.(x, y,tydxdy = g (1)

sorti 6dondiyindon (13) tonliyinin sag torofi sifira borabordir. Onda (13)-(15)
qosma masalasinin hallinin yegansliyina gors i, (X, Y,t) =0 olur.
Bu halda (29) barabarsizliyi

j v.(OEE) -0, ()t =0, Yot)e U,
vo ya
j @t)-Ddt >0, Yot)eU,,

soklino diisiir. (29) berabersizliyi Vo(t)e U,, liglin 6donildiyindon vo hom do

bu borabarsizlik optimalliq ii¢iin kafi sort oldugundan v,(t)=1 idaroedicisi
baxilan misalda optimal idarsedicidir.
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OJIHA 3AJTIAYA OIITUMAJIBHOT' O YIIPABJEHUS 1JIs1 YPABHEHUSL
KOJEBAHMI TOHKOH MJIACTUHBI
I.®.KYJIMEB, X.1.CEN®DYJLJTAEBA
PE3IOME
B mpencraBneHHO paboTe paccMOTpeHa 3ajada  ONTHMANBHOTO YIPABICHUS C
KBQJIpATUYHBIM KPUTEPHEM Ui JIMHEWHOTO YpaBHEHMs KOJIeOAHWI TOHKOW IUTaCTUHBEI. B
paboTe cHayalla M3y4aeTcsl CYIICCTBOBAHUS W CIUHCTBEHHOCTh PCHICHHS KPacBOW 3amadw,
Jlanee JI0Ka3blBaeTcsi TEOpeMa CYLIECTBOBAHMS ONTHUMAJIbHOTO YIPABJICHUS, BBIBOAUTCS

HCO6XOZ[I/IMOC 1 10CTAaTOYHOC YCIIOBUEC ONITUMAJILHOCTH B BUAC UHTCIPAJIbHOTO HEPABCHCTBA.

KaroueBble ciioBa: TOHKAs IJIaCTHHA, ONITUMAJIBLHOC YIPAaBJICHUE, YCIOBUC OINTUMAJIb-
HOCTH.
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AN OPTIMAL CONTROL PROBLEM
FOR EQUATION OF VIBRATIONS FOR THIN PLATE

H.F.QULIYEV, Kh.L.SEYFULLAYEVA
SUMMARY
At the work considered optimal control problem for linear equation of vibrations for thin
plate with quadratic cost. The first for every fixed admissable control learned existense and
uniqueness of solution of boundary value problem. Next, proved the teorem of existence
optimal control and obtanied necessary and sufficient condition of optimality at the form

inteqral inequality.

Key word: thin plate, optimal control, optimality condition.
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