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COBRi TONLIKLOR MOVZUSUNDA STURM SISTEMININ
E-TOLIM UCUN UYGUN OLAN MOSOLOLORI

Agar sozlar: e-taolim, Sturm sistemi, isaro dayismalori sayi, tonliyin kokii,
taqribi hallor

Coabri tonliklarin halli mévzusu cobr kursunun morkazi masalalorindon biridir.
Buna gora do bu mdvzu e-tolim zamani xiisusi digqet toleb edir. Movzunun e-tolim
metodlart ilo todrisi onun tolobolor torofindon miivoffoqiyyotlo gavranmasi bir sira
prinsiplarin gdzlonilmasini tolob edir. Masolonin hsll alqoritminin qurulmast nazori
masalalrin dorinden gavranilmasini telob edir. Buna goére do todris prosesinin biitiin
morhalarinin ndgsansiz yerins yetirilmasi talobolorin ham nazari biliklsrinin vo hom do
praktik is bacariglarinin moéhkomlonmasino sobob olur. Mogalodo miiollifin bu
istigamatdo moqsads ¢atmaq li¢lin yanagsmasi sorh olunmusdur. Daha miirokkab vo
boylik hesablamalar tolob edon masalslorin hallinds Sage onlayn miihitindon istifada
yollarinin talobolors dyradilmosine genis yer verilir. Sturm sisteminin kdmaoyi ilo cobri
tonliklorin haqiqi koklorinin tapilmasina aid misallara baxilir.

H.III. Acnanosa

HoaAXOAAIUE BOITPOCHI, CBA3AHHBIE C TEMAMM
AJITEBPAUYECKUE YPABHEHUSA U TPA@UYECKOE PEHLIEHUE
YPABHEHMU IIPU JIEKTPOHHOM OBYYEHUH

Knwouesvie cnosa: snexmpounoe obOyuenue, cucmema Llmypma, uucio
nepemen 3HaKd, KOPEHb YPAGHEHUS, NPUOTIUNCCHHbLE PeUleHUs]

Tema perieHus anreOpanyecKux ypaBHEHHUH SBISETCS OMHOM M3 IIEHTPAIbHBIX
3amau kKypca anreOpel. [loatomy »3ta Tema TpeOyeT 0cCO0Oro BHUMAHHS IPU
JJIEKTPOHHOM OOY4YCHHH. YCIHEIIHOC YCBOCHHE OTOH TEeMbl MpPU BIICKTPOHHOM
obydyeHnn TpeOyeT COONIOACHUS psiia MPUHITUIIOB. [locTpoeHHE anropuT™Ma pPelIeHUs
3amaun  TpeOyeT TiIyOOKOrO YCBOCHHS TEOpPETHYHECKOro wmarepuana. [lo-atomy,
0e3ynpevHoe BBIMIOJIHEHHE BCEX JTAnmoB OOYYCHHS MPUBOIUT K YIPOUYCHHUIO
TEOPETUYCCKUX 3HAHUM M TNPAKTHYCCKUX HABBIKOB Y4YalMXcs. B craThe H3NOXKCH
MOJIX0J aBTOpa Ui JOCTHKCHHS LICJIM B 3TOM HamparieHuu. [Ipu perenun Oosee
CJIOKHBIX 3ajad, TPeOYIOMMX OOJBIIMX BBIYUCICHUHA ydaluecs OOydYaroTCs IyTSIM
pemieHui 3amad B OHJAWH cpegax Tuma Sage. PaccmarpmBaroTcs 3amadd o
HAXOXKJICHUH TPUOJIMIKEHHBIX PEIICHUH anre0pandecKux ypaBHEHHIA.
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N.Sh.Aslanova

APPROPRIATE QUESTIONS OF E-TEACHING CONCERNING THE
THEMES OF ALGEBRAIC EQUATIONS AND GRAPHIC
SOLUTIONS OF EQUATIONS

Keywords: electronic teaching, Sturm system, number of sign changes, root of
the equation, approximate solutions

A theme of solution of algebraic equations is one of cencentral problems for
the course of Algebra. By this reason this theme aquires the special attention in the
teaching. For successful understanding of the theme by students it required satisfactory
observance of some principles. In the article the approch of the author for reaching of
the goals is arguing. Construction of the algorithm of solution demands deep
knowledge of theoretic results. By this reason faultless execution of all stages of
teaching leads to completeness of the oretic knowledges and practice performance of
students. For the solution of more complicated problems demanding great calculations,
the students are trained for the ways of solution in the enviornments of Sage type. It is
considered the question on approximate solution of algebraic equations.

1. Giris

Informatikanin todrisi metodikasinin riyazi xarakterli mosololorinnin
todrisi zamani genis yayilmig prinsip molum olan todris mexanizminin
qorunmasit vo miiayyon marhalalorlo hoyata kegirilmasindon ibarstdir. Bunlar
icarisindo asas olanlar asagidakilardir:

1- masalonin riyazi modelinin qurulmast;

2- moasalonin hall alqoritminin qurulmast;

3- program tominatinin hazirlanmast;

4- mosalonin kompiiter vasitasi ilo halli;

5- alinmus hallin analizi.

Bu sadalanan moarhalslorin hamisinin yering yetirilmasi gorgin amok vo
vaxt tolob edir. 1-ci masolonin halli problemin riyazi mahiyyetinin diizgiin basa
diistilmosi ilo six baghdir. 2-ci vo 5-ci morholonin miivoffoqiyystlo halli
masalonin hansi sortlor daxilinds vo hans1 maqgsadlorlo yerine yetirilmasindon
cox asilidir. Ogor mosalonin tam halli son magsaddirss, onda alqotitm bir ciir,
naticalor araliq hesablama xarakterindo olarsa basqa sokildo qurulmalidir.
Analiz magsado uygun sokildo aparilmalidir. 3 vo 4-cli morhslonin hoyata
kecirilmasi liclin uygun proqramlasdirma dili elo se¢ilmolidir ki, daha slverisli
hall imkanlar1 yarada bilsin.

2. Cabr moasaldlarinin tadrisinin pedaqoji xiisusiyyatlori

Azorbaycanda ali tohsilin garsisinda duran asas masalolordon biri giiniin
toloblorina cavab veron tolim texnologiyalarina yiyslonmis yiiksok ixtisasl
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pedagoji kadrlarin hazirlanmasindan ibarastdir. Tolim prosesinin miivoffaqiyyatli
toskili li¢lin on vacib sort tolimin yiliksok keyfiyyatini tomin etmokdon ibaratdir.
Miasir dovrdo bu toloblora cavab veran tolim texnologiyast kimi elektron
tolimin (qisaca e-tolim) psixoloji vo pedaqoji xiisusiyyetlorinin Oyronilmasi
zoruridir. Ali tohsil miisssisolorinda e-tolimin totbignin zoruri qanunvericilik
aktlar1 Azorbaycan Respublikasinin Tohsil qanununda tesbit olunmusdur
(maddo 12.1.3, 13.1.3, 13.2, 13.3).

Qanuna miivafiq olaraq, bu vozifonin icrasi {igiin osas tolablor bunlardir:
informasiya resurslarinin alg¢atan olmasi, elmi informasiyanin bitkinliyinin vo
effektivliyinin tomin olunmasi; miiasir informasiya texnologiyalarinin totbiqi;
yerli sobokonin olmast; oxu zalinda istifadoyo verilon odobiyyatin kifayst qodor
sayl, is terminallarinin kifayot qodor olmasi, Interneto giris ilo (virtual)
kompiiter laboratoriyalarindan istifadonin togkili; pedaqoji personalin
komplektlogdirilmasi, elmi kitabxanalarin istinad informasiyas1 elektron
fondlar1 ils tomin olunmasi va s.

Todqgiqatin  hortorofliliyine  vo derinliyine baxmayaraq, e-tolimin
psixoloji vo pedaqoji xiisusiyyatlori ali tohsil miisssisolorinds kifayat qodor
inkisaf etdirilo bilmomisdir. Buna goro do miiasir dovrdo informatikanin ali
maoktobdo tadrisi metodikasinin garsisinda duran osas mogsadlordon biri ali
tohsil miiossisolorindo vo universitetlordo e-tolimin psixoloji vo pedaqoji
xtisusiyyatlorini  vo  miixtolif fonlor {iclin e-tolimin  xiisusiyyatlorini
Oyronmaokdon ibaratdir.

Bu moqalads todris miiossisalorinds e-tolimi ali moktoblords toskil edon
va icra edon yiiksok ixtisasli omokdaglarinin isinin cobrin todrisi sahosindo daha
da optimallagdirilmasinin nozori vo praktik osaslarinin Syronilmosi yollar
todqiq olunur. Todgigatin metodoloji osas1 asagidaki prinsiplora sdykonir:
informasiya texnologiyas1 sistemli, faaliyyot yoniimlii olmali, fordi foaliyystin
dastoklonmasing xidmat etmolidir.

Tadqiqgatin elmi yeniliyi ali tohsil miiassisalarinda e-talimin psixoloji v
pedaqoji xilisusiyyatlorini miioyyon olunmasindan ibarotdir. Miiasir dovrdo e-
tolimin miivoffoqiyyatlo hoyata kecirilmosi iiclin bu tolimin miixtalif alt
sistemlorinin (bu moqalodo cobrin todrisinin) hoyata kegirilmoasini tomin edon
tolim texnologiyalarindan istifads konsepsiyasinin hazirlanmisi vacibdir.

Bu konsepsiyanin boazi osas ideyalari ilo tanis olaq:

e-tolim:

- miiollim (tolimatg1) vo ya kdmokginin rohborliyi altinda virtual sinif
otaginda yerina yetirilon 0yronms prosesidir;

- electron ig sistemidir ki, bunun osas moqsadi miiraciotlors, yerino
yetirilon tapsiriqlara nozarat vo onlarin icrast ii¢lin lazim olan maslohatlorin
verilmasindon ibaratdir;

20



COBRI TONLIKLOR MOVZUSUNDA STURM SISTEMININ E-TOLIM UCUN UYGUN ...

- kompiiter wvasitosi ilo CD-ROM-dan, local sookolordon, internet
resuslarindan istifads etmoklos aparilan tolimdir;

- miollimin (tolimat¢inin) istiraki vo rohbarliyi ilo aparilan tolimdir.
Miisllim 6z moslohat vo gostorislorini virtual deyil, virtual sinif vasitasi ilo,
hazirladig1 materiala miivafiq olaraq catdirir. O, tolobolora baladgilik edir va
bunun {i¢iin agilli [6vha kimi vasitalorden istifads edir.

3. Sturm sistemi vo onunla bagh masalalorin tadrisi

E-tolim tsullarinin son zamanlar meydana ¢ixan yeni istiqgamotlori bu
masalonin yuxarida gostorilon modelinds hom zaman vo hom do effektivlik
baximindan miioyyon doyisikliklor etmoys vo mdvzunun todris mexanizmindo
tolobalorin aktivliyinin artirtlmasi, vahid hall sxemlorinden istifade etmoklo vaxt
va amok itkisinin garsisinin alinmasinin tomin olunmasina imkan verir.

Bu masolonin hallinds internet resurslarindan istifads olunmasi 1 vo 2-ci
pillo masalalarinin professional hallinin dyranilmasi va totbiqine, 3 vo 4-cii pillo
masalolorinin hollinds iso daha tokmil resurslardan istifado olunmasina sabab
olur. Belo resurslar icorisindo istifadogilorin tohvasindon yararlanmaga
yonalmis Sage (System for Arithmetic Geometry Experimentation) miihitindon
istifads olunmas1 olverislidir. Bu miihit passiv sokildo masalonin hall
mexanizmini koclirmok deyil 6z yaradiciliginin mohsulundan istifado edorok
masalonin daha rasional hollina nail olmaga imkan verir. Deyilonlorin cobrdo
Sturm sisteminin qurulmasi vo onunla bagli mosalalorin hollindo neco totbiq
olunmasina baxagq.

Coxhadlinin hoqiqi koklorinin ayrilmast onun biitiin haqiqi koklorinin
elo intervallara paylanmas1 demokdir ki, har bir intervalda ¢oxhadlinin ancaq bir
hoqiqi kokii olsun. Bunun {i¢lin nozori vo praktik cohotdon on sado vo
milkommol tisul Sturm {isuludur. ©vvalco biz sifirdan forgli adadlorin sonlu
ardicilliginda isaro doyismolorin say1 anlayisini daxil edok. Asagidaki odoadlor
ardicilligina baxaq:

6,-3,2,-2,1,3,-3,-5,5 (1)
Gortindiiyt kimi, bu ardicilligda isaralor asagidaki kimi diiziilmiisdiir:
+t, =+, (2)

(2) sistemi ilizro soldan saga dogru horokot etdikdo oks isarslorin yanasi
dayanmasi belo miisahids olunur:

(+a _)s (_s +)a(+s _)9 (_s +)s(+a_)a (_a +) .
Bu halda deyirlor ki, (1) adadlor ardicilliginda 6 isaro doyismosi vardir.
Aydindir ki, ardicil ciitlordon (+, +) ciitiinds heg bir isara doyismoasi yoxdur.
Tutaq ki, hoqiqi omsalll, tokrar kékii olmayan f(x) ¢oxhaodlisi

verilmisdir. Hor bir belo ¢oxhadli ilo Sturm sistemi adlandirilan miioyyon
coxhadliler sistemi uygunlasdirilir.
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Tarif 1. Ik haddi verilon f(x) goxhadlisi olan
So(x) = (%), £1(x), f5(x)sees [i(X) 3)

coxhadlilor sistemi asagidaki sortlori 6doyarsa, onda ona f(x) ¢oxhadlisinin
Sturm sistemi deyilir:

1) (3) sisteminin iki qonsu ¢coxhadlisinin ortaq hoqiqi kokii yoxdur;

2) ogor ¢ ododi araliq c¢oxhadlilordon f,(x)-in (1<k<s-1)
kokiidiirsa, onda f, ,(¢) vo f,,,(¢) odaodlori miixtolif isarolidir, yoni

SO f i (©) <0;

3) ogor ¢ hoqiqi adodi f(x) ¢oxhadlisinin kokiidiirsa, onda x doyisoni
¢ noqtesindon artaraq kegdikda f;(x)- f,(x) hasili 6z isarosini monfidon
miisbato doyisir (yoni x<c olduqda f,(x)- fi(x)<0, x>c oldugda iso
fo(2)- £i(x)>0).

4) sonuncu £, (x) ¢oxhadlisinin haqiqi kokii yoxdur.

Sturm sistemi funksiyalarinin har hansi a ndqtesinds qiymotlorinden

diizolon
fola), fila), fr(a)...f(a) 4)

ardicilligina baxaq. Yuxarida baxilan hali timumilesdirorak, biz (4) ododlor
ardicilliginda sifra barabar hadlorin olmasini istisna etmirik. Ogor a adadi  f'(x)
coxhadlisinin kokii deyilss, onda yuxaridaki ardicilligda on azi iki (ilk vo
sonuncu) sifirdan forqli hodd vardir. Sifra borabor hoadlori atdigdan sonra (4)
sistemindan alinan yeni sistemdo isara doyismoalorin saym W (a) ils isars edok.

Teorem 1. (Sturm). Ogor a vo b hoqiqi adadlori (a < b) tokrarlanan

koklori olmayan hoqiqi omsalli f(x) ¢oxhadlisinin koklori deyilss, onda:

1) W(a)=W(b);

2) f(x) ¢oxhadlisinin (a,b) araliginda yerlason haqiqi koklorinin say1
W(a)—W(b) forqins barabordir.

Bu teoremin komayi ilo istonilon (sonlu vo ya sonsuz) araligda verilmis
vo tokrar kokii olmayan ¢oxhadlinin koklorinin sayini tapmaq olar. Bu yolla
Sage proqraminda xiisusi prosedur miioyyoan olunmusdur. Sage sohifasindo

asagidaki kodlar1 daxil edak:
sage: def count_sign changes(p):

sage: 1 =[c for c in p if not c.is_zero()]
sage: changes = [I[1]*1[1 + 1] <0 for i in range(len(l) - 1)]
sage: return changes.count(True)

sage: def sturm(p, a, b):
sage:  assert p.degree() > 2
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sage:  assert not (p(a) ==0)

sage:  assert not (p(b) == 0)

sage: asserta<=b

sage:  remains = [p, p.derivative()]

sage:  foriin range(p.degree() - 1):

sage: remains.append(-(remains[i] % remains[i + 1]))
sage: evals=[[], []]

sage:  for q in remains:

sage: evals[0].append(q(a))
sage: evals[1].append(q(b))
sage:  return count_sign changes(evals[0]) \
sage: - count_sign _changes(evals[1])

Bu kodlar ilo sturm(p, a, b) prosedurunu Sage proqramina tanitmaq
lazimdir. Bu kodlarinin ardinca
sage: R.<x> = PolynomialRing(QQ, 'x')
sage:p=(x-6)*(x-5)*(x-3)*(x-2)*(x-2/3)
sage: sturm(p, 1, 4)
kodlarm1 daxil etsok onda Sage (1, 4) intervalinda olan kdoklorinin sayini
qaytaracaqdir. Notico 2-ya borabordir. Dogrudan da, gostorilon intervalda
verilon ¢oxhadlinin ancaq iki kokii vardir: 2 vo 3.

Misal 1. f(x)=2x"—8x"+8x" —x/8—1 coxhadlisinin biitiin miisbot
koklorinin sayini tapaq.

Molumdur ki, miisbat koklor (0, 10) araliginda yerlosmisdir. Buna goro
Sturm(p, a, b) proseduru daxil edilmis sohifodo asagidaki kodlar1 daxil edok:
sage: R.<x> = PolynomialRing(QQ, 'x")
sage: p = 2*¥x**4-GHx*#3+8*x**2-x/8-1
sage: sturm(p, 0, 10)

Sage koklorin say1 {i¢ilin 3 gqiymatini qaytarir.

Indi iso monfi koklerin saymi vo iki kokiin Sturm iisulu ilo toqribi
giymotini tapaq. Aydindir ki, monfi koklor (-10, 0) intervalinda yerlogsmisdir.
Buna goro do asagidakilart daxil edirik:

Sage: sturm(p, -10, 0)

Sage-in cavabi belo olacaqdir: 1. Demoli monfi kdklor bir donadir. Bu
monfi kokiin vo an kicik miisbot kokiin toqribi qiymotini tapaq. Bunun {i¢iin
koklori aywran kifayot qodor kicik intervallar taparaq, bu interballarin orta
giymotini kokiin toqribi qiymoti kimi gotiirok. Bunun {i¢lin ardicil olaraq
sonuncu kodu yenilori ilo ovoz edok. Alinan noticolori asagidaki kimi geyd
edok.

Sage: sturm(p, -10,-5)
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0 — bu intervalda kok yoxdur.
Sage: sturm(p, -5, 2.5)

0 — bu intervalda da kok yoxdur.
Sage: sturm(p, -2.5, 1.25)

0 — yena do kok yoxdur.

Sage: sturm(p, -1.25, -0.625)

0 — kok yoxdur.

Sage: sturm(p, -0.625, -0.3125)

0 — yeno kok yoxdur.

Sage: sturm(p, -0.3125, -0.15625)

1

Belaliklo, kdk sonuncu intervaldair. ©gar bu intervalin orta ndqtesini
(yoni 0.234385 odadini) kok liciin toqribi gqiymot gotiirsok, miitloq xota 0.08 -i
asmayacaqdir. Daha daqiq yaxinlasma almaq ti¢lin yar: b6lms prosesini davam
etdirmok lazimdir. Indi iso oan kigik miisbot kokiin toqribi qiymatini eyni iisulla
hesablayaq. (1, 10) intervalin1 yar1 bolok.

Sage: sturm(p, 0, 5)

3

Intervali yar1 bolorok davam edok.

Sage: sturm(p, 0, 2.5)

3.

Sage: sturm(p, 0, 1.25)

1.

Sage: sturm(p, 0, 0.625)

1.

Sage: sturm(p, 0, 0.3125)

0.

Demoli kok (0.3125,0.625) araligindadir.

Sage: sturm(p, 0.3125, 0.46875)

0

Kok (0.46875, 0.625) araligindadir.

Sage: sturm(p, 0.55625, 0.625)

0

sturm(p, 0.46875, 0.5125)

1

Minimal kok bu araligdadir. Onun toqribi qiymseti olaraq 0.490625.
Miitloq xota 0.032-ni agmur.

Mosoalo 2. Asagidaki goxhadlinin hoqiqi koklorini ayirin:

f(x)=x"=3x" =3x* +11x" = 3x" - 3x 1.
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Asagidaki kodlar1 daxil edok:

sage: R.<x> = PolynomialRing(QQ, 'x')

sage: p = x**6-3*x"5-3*x"+11*x"3-3*x"2-3*x-1
sage: sturm(p, -12, 12)

Sage 2 cavabini qaytarir.

Daha sonra asagidaki naticalori aliriq:

sage: sturm(p, -6, 6)

2

sage: sturm(p, -3, 3)

2

sage: sturm(p, -2, 2)

1

Demoli bir kok ya (-3, -2) va ya (2, 3) araliglarindan birindadir.
sage: sturm(p, 2, 3)

1

Kokiin biri ayrildi vo o, (2, 3) araligindadir. Digor kokii ayiraq.
sage: sturm(p, -2, 0)

1

sage: sturm(p, -2, -1)

1.

Belaliklos ikinci kok (-2, -1) araligindadir.

4. Funksiyalarin Sage onlayn proqram vasitasi ils
qrafiklorinin qurulmasi

Sage programinin olduqca genis grafik tosvir imkanlar1 vardir. 3d 6lgiido
grafiklorin iso yalniz tosvir deyil, habelo animasiya imkanlar1 da vardir. Buna
goro do 3d tosvirlor ancaq onlayn rejimdo baxila bilir. Kursoru hoarokot
etdirmaklo ixtiyari bucaq altinda tosviro baxmagq, horaket etdirmok, firlatmaq,
miixtolif bucaqlardan tosviro baxmaq olur. Sage proqrami vasitosi ilo bozi
elementar funksiyalarin tosvirlorinin qurulmasina baxagq.

1. sage: plot(sin(2*x), x, -pi, p1)
kodu wvasitosi ilo (-pi, pi) intervalinda sin(2*x) funksiyasmnin qrafiki
qurulacaqdir. Sage programinin naticasi asagidaki kimi olacaqdir.
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1.0 4

0.5 1

_1.0 -
Bir qador miirokkab funksiya daxil edak.
2. sage: plot(3(sin(2*x)), X, -pi, pi)

Sage asagidaki qrafiki verir:

3. Indi iso digor funksiyaya baxaq:
y=e"(4*cos(2*x)- e"(-4*cos(2*x)/

Sage asagidaki qrafiki verir.
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Asagida daha bir ne¢o funksiyanin qgrafiklorini nozordon kegirok.
5.f(x)=arctan(sqrt(5-x"2)) funksiyasinin (-1,1) araliginda grafikini quragq.

T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 10

6.f(x)=arccos(sqrt(1-x"2)) , xe(-1,1)

1.6
1.4
1.2
1.0
0.8 1
0.6 -
0.4 7

0.21

T T T T
-1.0 -0.5 0.5 1.0
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7. f{(x)=x"2+x"(-1), x € (0,5) (Niiton ti¢dislisi).

10
9

8

T T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

8. f(x)=1-x+sqrt(x"3/(3+x)) funksiyasinin (-2,2) araliginda qrafikini quraq.

v

T T T T T T T T T
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Qrafiklorin qurulmasindan geyri-standart tonliklorin qrafik halli ii¢lin
istifado etmok olar. Beloa sistemlordon bozilorinoe baxaq. Tutaq ki,

f(x)=(sqrt(1+x"2))*In(x+sqrt(1+x*2)).

9. Asagidaki tonliyi gqrafik tisulla hall edak: f(x)=3-4.5x.

f(x) vo y=3-4.5x funksiyalarin (-5,5) aralifinda qrafikini quragq.
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Tanliyin toqribi halli beladir: x=0.5, y=0.75.

10. f(x)=e™(1/(1+x"2))/(1+x"2) olduqda f(x)=3+x-4x" tonliyinin toqribi
hollorini tapaq. Bunun ii¢lin bu funksiyalarin (-5,5) araliginda qrafiklorini
quraqg. Sage proqraminda bels kodlar daxil edok:

Sage: plot(e™(1/(1+x"2))/(1+x"2))+plot(3+x-4*x**2)
Sage asagidaki grafiklori verir. Gorlindiiyl kimi x=-0.35, y=2.85 vo x=0.83 vo
y=1.76.

0.5 1.0
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